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Zusammenfassung — Abstract

Die Verwandtschaft kontextfreier Grammatiken. Wir greifen die von G. Hotz angeregten Fragen
der Verwandtschaft von Grammatiken auf. Durch zwei neue Theoreme, die Faktorisierungen belie-
biger Transformationen in Einbettungen und Reduktionen und Ergidnzungen von Diagrammen
in Produktform gestatten, konnen wir zeigen, daB sich das allgemeine Verwandtschaftsproblem
eindeutiger kontextfreier Grammatiken zuriickfithren 148t auf die Verwandtschaft iiber Simulationen.
Simulationen treten ja in der Regel bei Normalformenkonstruktionen auf. Fiir die Verwandtschafts-
beziehung linearer Grammatiken 148t sich eine notwendige Bedingung herleiten, die im Falle
linkslinearer Grammatiken auch hinreichend ist.

Ein von G. Hotz aufgeworfenes Problem, die Verwandtschaft linearer schwach dquivalenter Gram-
matiken, wird negativ beantwortet.

On the Relatedness of Contextfree Grammars. We take up the question of relationship between
grammars which has been initiated by G. Hotz. Two new theorems on factorization of arbitrary
transformations into embeddings and reductions and on product constructions involving non-
lengthpreserving homomorphisms are derived. With the help of these two theorems we can
characterize the general relationship of unambiguous contextfree grammars by the relationship,
defined by simulations. Simulations are wellknown in the case of normal-form-constructions. A
necessary condition is given for the relationship of linear grammars, which is sufficient in the case
of leftlinear grammars.

A problem of G. Hotz, concerning the relationship of weakly equivalent linear grammars is
answered negatively.

0. Einleitung

G. Hotz hat in seinen Arbeiten [6], [7] ein Programm zur Behandlung des
Aquivalenzproblems von Grammatiken entworfen. BekanntermaBen trifft man
bei diesem Problem schon bei linearen Grammatiken auf Nichtentscheidbarkeits-
sdtze. Dies bedeutet, daB schon in dieser Grammatikklasse der Zusammenhang
zwischen Grammatik und erzeugter Sprache sehr lose ist und die erzeugte Sprache
die Struktur der Grammatik unvollstindig bestimmt. Es ist daher von groBem
Interesse, Relationen zwischen Grammatiken zu finden, die einerseits die Aqui-
valenz nach sich ziehen, andererseits hinreichend entscheidbar sind.

Als Prototyp einer solchen Relation kann die aus der Theorie der endlichen
Akzeptoren folgende strukturelle Aquivalenz linkslinearer Grammatiken an-
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gesehen werden, die sich bereits in [7] findet. Diese strukturelle Aquivalenz l4Bt
sich in natiirlicher Weise liber Grammatik-Homomorphismen definieren. Einen
vorldufigen AbschluB fiir dieses Programm stellen die Arbeiten von C. P. Schnorr
([11], [12]) und Bartholomes-Hotz [1] dar. C.P.Schnorr verwendet hierbei
eingeschrankt nur sogenannte ,alphabetische” Morphismen. Diese Einschran-
kung gestattet es, die Theorie der Aquivalenz von endlichen Akzeptoren auf
Grammatiken zu verallgemeinern. Weitere Einschrdnkungen werden in [1] be-
trachtet, so daB die Parallelitédt zu endlichen Akzeptoren noch néher ist. Im iibrigen
bezieht sich [1] nur auf lineare Grammatiken.

Im Gegensatz zu Automaten 4Bt aber die algebraische Theorie der Grammatiken,
wie sie in [6] erstmalig dargestellt wurde, stirkere Deformationen der Grammati-
ken zu als die erwéhnten alphabetischen Morphismen. Die Behandlung dieser
Morphismen ist aber vom algebraischen Standpunkt ungleich schwieriger, da auf
algebraische Standardkonstruktionen, wie etwa Produktbildungen ([13], [14]),
zunichst verzichtet werden muB. Derartige Konstruktionen sind aber fiir die
Schnorrschen Ergebnisse unverzichtbar.

Diese Arbeit stellt nun den Versuch dar, groBere Morphismenklassen zu be-
trachten und die strukturelle Aquivalenz fiir derartige Klassen zu untersuchen.
Es zeigt sich, daB die in den vorgenannten Arbeiten verwendeten algebraischen
Konstruktionen stdrker als notwendig sind. Aufwendigere algebraische Unter-
suchungen iiber Grammatiken und Morphismen fiihren in der Tat zu Konstruk-
tionen, die in dhnlicher Weise wie in [11] oder [1] eingesetzt werden k6nnen.

Grundlage unserer Untersuchungen ist der Ubergang von einer Grammatik zur
freien X-Kategorie der Ableitungen. Die Konstruktion der freien X-Kategorie
findet sich in [5] und [8]. Wir beschrénken uns darauf, diese Konstruktion nur
grob zu skizzieren und verweisen den Leser fiir Details auf [8]. Eine Vertrautheit
des Lesers mit elementaren Konzepten der formalen Sprachen und Grammatiken,
wie etwa der Chomsky-Hierarchie, wird vorausgesetzt (hierzu [4], [10], [8]).

An dieser Stelle mochte ich Herrn Prof. Dr. G. Hotz danken, der diese Unter-
suchungen wesentlich inspiriert hat.

1. Grammatiken und Morphismen

Wir stellen in diesem Abschnitt die wesentlichen Begriffsbildungen zusammen.

Eine Grammatik ist ein 4-tupel G=(4 (G), P(G), T(G), S (G)), wobei 4 (G) ein
Alphabet ist (Alphabet von G) und T (G)< A (G) (Terminalalphabet),

S(G)sAG\T(6)=2(G)
(Axiome und Zwischenalphabet) und
P(G)=Z(G)* x A(G)*

endlich (Regelsystem) gilt. Dabei ist X* das freie Monoid iiber X mit leerem
Wort ,,e“ und Wortlinge |w|, X * = X *\{€}.
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Seien w, w' € A (G)*, so ist eine Ableitung f von df =w nach ¢f=w’ eine Folge

W=Uy Py Uy, U1 41 V3 =U D3 U3y -5 Ug_ 1 @51 Vg1 = UG Vs Dss Us4s vs=W’
mit u;, v;€ A(G)* und (p;, ¢;) € P (G) (1 <i<s).
Nach G. Hotz [5] 14Bt sich jeder Grammatik G die freie X-Kategorie F (G) der
Ableitungen, genauer der nicht wesentlich verschiedenen Ableitungen, zuordnen.
Dabei sind die Objekte die Elemente von 4 (G)* und die Morphismen die Ab-

leitungen. Die Operationen der Parallelausfiihrung und Hintereinanderausfiih-
rung von Ableitungen lassen sich durch folgende Schaubilder verdeutlichen:

w

f

w’ f
w gof=

) g

/
W' w

Abb. 1. Hintereinanderausfiithrung von Ableitungen

w v w v
; ' D e ' '
w’ v w v

Abb. 2. Parallelausfithrung von Ableitungen

Das Regelsystem P (G) 148t sich in natiirlicher Weise in die Morphismen von
F (G) einbetten, so daB gilt:

d(p,q)=p und c(p,9)=q ((p, 9) € P (G)).

Jede Ableitung fe F(G) (wir schreiben fe F(G) fiir ,,f ist Morphismus von
F (G)") besitzt eine Darstellung

S=UgXrgxv)o ... 0y X1y X0y)
mit u, v;€ A(G)*und r; e P (G) (1<i<s)und s>0.

Hierbei bezeichnen wir die ,leeren“ Ableitungen von w nach w wieder mit w.
Diese sind die Identitdten in F (G).

Eine Darstellung des obigen Typs heilt sequentiell. Eine sequentielle Darstellung
heiBt kanonisch, falls gilt:

lupdri|>u;4 | 1<i<s).
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Jedes f e F (G) besitzt genau eine kanonische Darstellung ([5]). Die Zahl s ist
unabhingig von der Auswahl der Darstellung von f und wird als Ldnge | f ||
bezeichnet. Es gilt:

@ Ifxgl=1sr1+1lgl
@ I fogl=l15l+1gl
(@iii) || f || =0 <> f Identitét
@iv) || r || =1fir allere P (G).

Betrachte nun L, L, = 4 (G)*, so sei
(L1, Ly)e={feF(G)|dfeL, & cfeL,}.

Insbesondere ist D (G)=(S(G), T(G)*)s die Ableitungsmenge von G und
L (G)=cD(G) die erzeugte Sprache. Sei umgekehrt M < F (G), so setze
% (G)=c(D(G) " M).

Der Morphismenbegriff 1a8t sich zuriickfithren auf X-Funktoren. X-Funktoren
zwischen X-Kategorien sind kovariante Funktoren zwischen den unterliegenden
Kategorien, die beziiglich der monoidalen Operation ,, x “ objekt- wie morphis-
menseitig Monoidhomomorphismen sind. Im Falle freier X-Kategorien lassen
sich X-Funktoren & eindeutig bestimmen durch die Angabe eines Monoid-
homomorphismus &, auf den Objekten und einer Abbildung
®,,: P (G) - Mor (X),
wobei

Py
P(G) ——Mor (X)
c, d c, d
" )
A (G)*—z— Obj (X)

kommutativ ist. 9

Ein Morphismus @:G, -G, (G;, G, Grammatiken) ist nun ein X-Funktor
&:F(G,)- F(G,) mit

(@) 2(S(G)=5(Gy)

(i) @(T(Gy)=T(Gy)*
(i) @(Z(G,)=Z(G,).
Ist #: G, —» G, ein Morphismus, so gilt fiir alle M = F (G,):

DLy (G)=ZLou (G,).
Insbesondere gilt:
P (£ (G))=Z (G,).

Im folgenden geben wir eine Ubersicht verschiedener Morphismenklassen. Sei
im folgenden also stets @: G; —» G, ein Morphismus.
& ist extern, falls @ (£)=¢ fiir ¢ € Z(G,) und intern, falls @ (¢t)=t fir te T(G,).

@ heiBt gut, falls @ (P(G,)<=P(G,) und sehr gut, falls zusitzlich gilt
& (T(G,)< T(G,).
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Gute Morphismen sind induziert durch Monoidhomomorphismen
h: A(G)* > A (G,)*

Wir nennen @ Isomorphismus, falls @ bijektiv ist. Isomorphismen sind stets
sehr gut.

Beispiel 1: (Bindre Grammatiken)

Hiufig folgen aus der Struktur der Grammatiken bereits derartige Eigenschaften.
Eine kontextfreie Grammatik G heiBt bindr, falls fir alle {—qe P(G) gilt:
q€(Z(G)- Z (G)) v T(G) und erweiternd, falls | g | <1 impliziert: ge T (G).
Betrachte nun ¢: G, —» G, intern, wobei G, bindr und G, erweiternd. Gilt
®(p,q)=we F(G,), so folgt: |p|=|q|=1 (Widerspruch). Also ist zunichst
| @(r)||=1.Seinunrso,daB || @ (r)|| =2,d. h. @ (r)=(u, X ry X vg) o ... o (Uy X Ty X V).
Ist c®(r)e Z(G,)- Z(G,), so erhalten wir einen Widerspruch zu |c @ (r)|>3.
Ist c @ (r)e T(G,)=T(G,), so erhalten wir einen Widerspruch zu | ¢ @ (r)|=3.

Beispiel 2 : (Lineare Normalformengrammatiken)
Ganz dhnlich zeigt man folgendes:
Betrachte lineare Grammatiken G mit

¢(P(G)<(T(G) Z(G) U (Z(G)- T(G)u T(G).

Gilt fir G,, G, diese Aussage, dann ist jeder interne Morphismus @: G,—~ G,
sehr gut.

Beispiel 3:
Betrachte kontextfreies G mit £—q € P (G) impliziert | g | > 2.
Ordne jeder solchen Regel mit g=a, ... a; (a; € 4 (G)) folgendes ,,Regelpaket* zu:

$—a &y

¢&—ay €, mit a)=aq; falls a;e Z (G)

ép— 1 -)ai
a—a; falls ;e T (G)

Dabei sind a; und &, neue Hilfszeichen. Durch diese Konstruktion wird G in eine
bindre Grammatik G® verwandelt. Diese ,,Simulation vermittelt einen internen
Morphismus #%: G — G?, der nicht sehr gut ist.

Gute Morphismen @ lassen sich stets zerlegen in der Form &=, - #, mit &,
extern, gut und @, intern und sehr gut. Ebenso existiert eine Faktorisierung
d=09, . P, mit ¢, extern und gut und P, intern und sehr gut ([17]). Bei
derartigen Faktorisierungen bleiben hiufig andere Eigenschaften von Morphis-
men erhalten. Eine allgemeinere Bedingung fiir einen derartigen Faktorisierungs-
satz ist die folgende:

3*
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&: G, - G, heilt reguldr, falls
Vr,rreP(G,):dd(r)=d®(r) & c® (r)=c® (r)=> D (r)=D(r).
Man zeigt leicht ([17]), daB wieder die beiden Faktorisierungssidtze gelten.

Wir nennen @ alphabetisch, falls ®(T(G,))=T(G,)u {€} und ®(r)¢ P(G,)
impliziert: @ (r) Identitit (r € P (G,)).

& heiBt erweiternd, falls | @ (r)|>1 fiir alle re P(G,) gilt. Beispiel 1 und 2
zeigen, daB} die Eigenschaft erweiternd bisweilen schon aus Struktureigenschaften
der Grammatiken folgt. Beispiel 3 ist, wie wir noch sehen werden, das typische
Beispiel fiir einen erweiternden Morphismus. Die Beziehung dieser beiden Begriffe
zum allgemeinen Fall zeigt folgende

Beobachtung:
Jeder Morphismus @: G, - G, mit G, zykelfrei (d. h. Vwe A (G,)*: [(w, w)|g,=1)
ist zerlegbar in der Form &=, - &, mit ¢, erweiternd und &, alphabetisch.

Auch bei diesen Faktorisierungen bleiben andere Eigenschaften von & er-
halten.

Wichtige Eigenschaften sind fiir uns Injektivitdts- und Surjektivitdtsbedingun-
gen.

Wir nennen @ episch, falls @ (P (G,))2 P (G,) gilt. Man erkennt leicht, daB aus der
Surjektivitdt von @ und der Reduziertheit von G folgt, daB @ episch ist. Aus der
Tatsache, dal @ episch ist, folgt aber nicht, daB & surjektiv ist. Ist @ extern und
episch, so folgt aber die Surjektivitdt von @.

Wir nennen @ dicht, falls & (G,)= %4 (p(s,) (G>) gilt.

@ heiBt abgeschlossen, falls @ (D (G,))=D (G,) ist. Jeder abgeschlossene Morphis-
mus ist dicht.

Beispiel 4:
Betrachte zwei Grammatiken G; und G, mit Z (G,)n Z (G,)=0 und
T(G,)=T(G,). Setze

G,+G,=((4(G,)U A(G,), P(G,)u P(G)), T(G,), S(G,) U S(Gy)).
Dann vermitteln die Inklusionen sehr gute, interne Morphismen v;: G, —» G, + G,

(i=1,2). Gilt nun £ (G,)=2 (G,), so sind v, und v, dicht, aber nicht abge-
schlossen.

Beispiel 3 liefert einen Morphismus, der abgeschlossen, aber nicht surjektiv ist.

Beispiel 5:

Zu G sei Red (G) die reduzierte Grammatik, bestimmt etwa als kleinste ,,Unter-
grammatik“ mit D (G)=D (Red (G)). Dann vermittelt die Inklusion Red (G)=G
einen abgeschlossenen, sehr guten, internen Morphismus, der nicht surjektiv ist.
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Wir vermerken hierzu, daB fiir alphabetische Morphismen nach [12] die Eigen-
schaft abgeschlossen (surjektiv) im kontextfreien Fall entscheidbar, im kontext-
sensitiven Fall aber nicht entscheidbar ist.

Beispiel 6: (Surjektivitdtsbedingungen)

Surjektivitdt ist eine schwer zu kontrollierende Bedingung. Hinreichende Be-
dingungen erhilt man etwa in folgender Weise. Sei @: G, —» G, gut, e-frei und
episch. (@ e-frei < @ (T(G,))= T(G,)*). P heibt normal, falls @ (S(G;))=S5(G,)
und fiir alle (p,q)e P(G,) und p' mit ¢p'=Pp ein 4 mit (p’,q)e P(G,) und
®p=>p existiert.

In [6] wird gezeigt, daB jeder normale Morphismus abgeschlossen ist. Ahnlich
148t sich eine duale Version dieser Begriffsbildungen behandeln.

Unser Hauptinteresse gilt internen Morphismen. Einen abgeschlossenen, internen
Morphismus @ nennen wir eine Transformation. Eine gute Transformation heif3t
Reduktion. Eine Transformation @: G, - G, mit

(i) f1,f2€D(G,), @ (f,)=2 (f,) impliziert f, =f,
(i) @ ()= ()=¢=¢fiur ¢, ' e Z(G)

heiBt Einbettung. Beispiel 3 liefert Einbettungen.

Lemma 1.1:
Ist @: G, - G, eine Einbettung und G, reduziert, so ist ® erweiternd.

Beweis: (indirekt)

Nehmen wir im Gegensatz zur Behauptung an, daB es ein re P(G,) mit
@ (r)=w gibt, so gilt r=(®~' w, ™! w). Da G, reduziert ist, gibt es f € D (G,) mit

f=fiouxrxv)of,.
Betrachte dann f'=f, o f5, so erhalten wir @ (f)=® (f’) — Widerspruch!

Bevor wir zur Definition der Verwandtschaft kommen, zunichst einige Vor-
bemerkungen.

Sei Dicht die Kategorie der dichten Morphismen und Grammatiken. In Dicht
werden wir eine Reihe von Unterkategorien, sowohl durch Einschrinkung der
Objekte, wie auch der Morphismen aussondern. Um formal aufwendige Defini-
tionen zu vermeiden, vereinbaren wir folgende Schreibweise:

Py, ist die Unterkategorie von Dicht mit den Objekten von Dicht, die die

° Eigenschaften P, haben, und den Morphismen von Dicht, die die Eigen-

schaften P, haben; z. B. ist E Trans,, die Kategorie der erweiternden
Transformationen und kontextfreien Grammatiken.

Die zweite Bemerkung betrifft die Pfeilnotationen. Hier verzichten wir haufig bei
Diagrammkonstruktionen auf die Kennzeichnungen &, G,, G, und schreiben

an den Pfeil die relevanten Eigenschaften. Es bezeichnet also el eine
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Reduktion zwischen nicht niher spezifizierten Grammatiken. Diese verkiirzende
Notation werden wir jedoch nur bei umfangreichen Diagramm-Manipulationen
verwenden.

Sei Isoy die Kategorie der internen Isomorphismen und Grammatiken mit Ob-
jekten H fiir jede Unterklasse der Klasse der Grammatiken. Sei g eine Unter-
kategorie von Dicht mit Isoyy;,,Sg. Ein g-Verwandtschaftsdiagramm ist eine
Folge

D=6 N . Se

wobei alle Pfeile Morphismen in g sind. Insbesondere sind also alle Punkte
Objekte von g.

Mit Rd (D) bezeichnen wir die Menge {G, G'}. Zwei Diagramme D, und D,
heiBen dquivalent, falls Rd(D,)=Rd (D,) gilt. Zwei Grammatiken G und G’
heiBen g-verwandt (G~ G’ (g)), falls es ein g-Verwandtschaftsdiagramm D mit
Rd (D)= {G, G'} gibt. Trivialerweise gelten folgende Aussagen:

(i) G~G (g)fiir alle G € Obj (9)

(i) G~G'(99=6G'~G(9)
(ii) G~G(9) & G'~G"(9)=G~G"(g)
(iv) 9cg:G~G'(¢9)=G~G'(9)

(v) G~G'(9)=Z(G)=2(6)

Beispiel 7:

Betrachte g = Dicht. Seien G und G’ beliebig mit £ (G)= Z(G’). Da
Is00y;(c) < Dicht, konnen wir o.B.d. A. annehmen, daB G+ G’ bildbar (ver-
gleiche Beispiel 4) ist. Aus Beispiel 4 folgt dann G ~ G’ (Dicht), d. h. G ~ G’ (Dicht)
dann und nur dann, wenn £ (G)= % (G’) ist. Insbesondere ist die Relation
G ~ G’ (Dicht) daher nicht entscheidbar.

Beispiel 8:
Sei Red, , die Kategorie der kontextfreien Grammatiken und Reduktionen. Einem
Theorem aus [16] entnimmt man:
G~G' (Red, )« Z(GV)= Z(G'").
Dabei ist GV mit einem universellen Klammerpaar, definiert durch

G'=({A G {()}, {(P~(@|p—~qe P (G)}, T(G)u {()}, S(G)}).

Die rechte Seite der obigen Aquivalenz ist die sogenannte strukturelle Aqui-
valenz ([9], [10]).

Beispiel 9:
Sei alph Tr,, die Kategorie der kontextfreien Grammatiken und alphabetischen

Transformationen. Nach [11] ist in diesem Fall jedes Verwandtschaftsdiagramm
dquivalent zu einem Diagramm der Form
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alph. TTV w. Trans.

Hiermit zeigt man unter Verwendung von [12], daB die Relation G~G’
(alph Tr,) entscheidbar ist.

Verwandtschaftsbeziehungen sind hiufig nur moglich, wenn Struktureigenschaf-
ten der Grammatiken unter den betrachteten Morphismen invariant bleiben.
Wir diskutieren Beispiele.

Beispiel 10: (Chomsky-Hierarchie)

Betrachte die Kategorie Ein der Einbettungen und Grammatiken und die Kate-
gorie Alph Tr der alphabetischen Transformationen und Grammatiken. Man
macht sich leicht folgendes klar:

G~G' (Alph Tr) & G e c¢f (lin)= G’ € cf (lin).

Diese Aussage gilt nicht fiir Ein, wie man leicht sieht.

Beispiel 11: (Eindeutigkeit)
Zu einer Grammatik G sei
Md(G)=Sup {|S(G),w|s | we T(G)*}.
Dann gilt:
G~G' (Eind)=Md(G)=Md (G').
Diese Aussage gilt nicht fiir Alph Tr, wie man leicht sieht.

Wir wollen in diesem Zusammenhang eine tieferliegende Aussage herleiten, die
ein von G. Hotz [7] aufgeworfenes Problem im negativen Sinne beantwortet.
Wir betrachten hierzu die Kategorie Trans;;, der Transformationen und linearen
Grammatiken.

Wir betrachten nun folgende GroBe:
Ist f=(u,xr;Xvg)o...0(u; xry xv,) eine kanonische Darstellung von f, so setze
Rb(f)=Max |uy;| und Rb(G)= Sup Rb(f). Wir bemerken

s

1<i<s €D (G)

Beobachtung: .
®:G, > G, intern, G, G, linear, so bildet @ jede kanonische Darstellung in

eine kanonische Darstellung ab.
Ist nun @: G, —» G, eine Transformation, so gilt offenbar

Beobachtung:
Rb(G,)<w<Rb(G,)<0.
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Betrachte nun eine reguldre Menge L mit | L |= oo, dann gibt es eine linkslineare
Grammatik G, und eine rechtslineare Grammatik G, mit £ (G,)=L=2(G,).
Dann gilt aber Rb(G,)=c0 und Rb(G,)=0. Andererseits folgt aus der obigen
Beobachtung:

G~G'(Transy;,) & Rb(G)<wo=Rb(G')<x0.
Hieraus folgt: G, 4 G, (Transy;,).

Diese Uberlegung widerlegt aber die von G. Hotz geduBerte Vermutung, daB fiir
Transy;, gilt:

G ~G' (Transy;,)< L (G)=L(G’).

Wir weisen in diesem Zusammenhang darauf hin, dal — wie in [2] und [3]
ausgefiihrt — Verwandtschaft von Grammatiken héufig zu gleichem Verhalten
in Bezug auf die Analysezeit fiihrt.

2. Zerlegungs- und Produktsiitze

Wir untersuchen die Kategorie ETrans,, der kontextfreien Grammatiken und
erweiternden Transformationen. Wir beweisen zunichst einen Zerlegungssatz.

Betrachte eine Grammatik G und nenne f € F (G) irreduzibel, falls aus f=f, x f,
stets folgt f=f, oder f=f,. Ein Morphismus ®: G, —» G, heiBt irreduzibel, falls
@ (r) irreduzibel fiir alle r € P (G,) ist. Wir vermerken: Ist G, kontextfrei, so ist @
irreduzibel.

Satz 2.1:
Sei ®: G, —» G, ein interner, erweiternder und irreduzibler Morphismus, dann gibt

es eine Zerlegung

Gy=—==dily,
N/ o
G,

wobei @, eine irreduzible Einbettung und ®, gut ist.

Beweis:
1. Teil: ,Konstruktion von G;, ¢, und @,".
Betrachte r € P (G,). Sei dann
D (r)=(ug XX v)o...o(Uy X1y X0y), $2>1

eine sequentielle Darstellung von @ (r). Wir konstruieren nun zu r eine Menge
P () von Regeln, die r simuliert.

Dazu sei
fi=(u X1 x0)0 .0 (Uy X1y XVy)
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und
Ji=gXrgxvg) ooy X Ty Xy y)

(1<i<s).

Wir bestimmen nun induktiv f;*, P, (r), Z; (r) und &, mit f* =&, (r)und P (r)= P (r).

Sei ue A(G,), fe D(G,), df =xuy. Wir sagen: u wird durch f relativ x, y nicht
verandert, falls f=f, x u x f, gilt mit df, =x und df,=y.

Ist we A(G,)*, so gilt w=y, &; ... &, Yy Mit Yo, .., Y€ T(G2)*, &45 ., En€ Z(Gy).
Diese Zerlegung nennen wir die ,,Z-Zerlegung™ von w.

Anfangsschritt:
Betrachte die Z-Zerlegung cr, =y, &, ... & Ve Sei ferner dr=ii, wo, mit
D, =u,;,®(@,)=v, und @ (W)=dr,:

Betrachte nun fiir 1 <i<m diejenigen &, die relativ u; yo &, ... Vi 1o Vit 1 Eivq - Vm
durch f; veridndert werden. Bestimme zu diesen ¢; neue Buchstaben ¢;(1,7).
Wird ¢, nicht verindert, so korrespondiert & zu einem eindeutig bestimmten
E¥in cr. Setze

13

- {éi (1,7), falls & verdndert wird
< "
& sonst.

Bilde o
Py(r)={W—=yo&; - Cu Vm)>

Z,(r)={& (1,r) | & wird verdndert},
fE=i, x(W = yo &y ... Ep V) X D15
@, (& (1,n)=¢; 2, ()= (&),
wobei dr=u, w' 7, gilt.
Induktionsschritt:

Seien f;*, und P;_, (r) konstruiert. Betrachte u;dr;v; und u; cr;v;,. Dann gilt
cf*,=uwv mit w=¢, ... ¢, §eZ(Gy) (1<i<m), &,(W)=dr, &, u)=u,
o, (D)=v;.

Sei nun cr,=yy 1, ..- N, ¥, die Z-Zerlegung von cr;. Unter den #; bestimme
diejenigen 7n,, die durch f; relativ u; y; 7y ... ¥, 1, Vatla+1 --- Mo Yo U verdndert
werden. Zu einem derartigen 7, bestimme einen neuen Buchstaben 7, (i, r).

Wird 7, nicht verindert, so korrespondiert 1, zu einem eindeutig bestimmten
n¥ in cr. Setze dann

. { 1, (i, r), falls 5, veréindert wird
=

ni sonst.
Bilde nun

fi=(ﬁ’_’)’0 ﬁl rA,n yn)’
P,(r)=P;_; (r) v {3},

Z.(n=2Z,_, (r)v {n, (G,r) | n, wird verdndert}
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und
f¥=@xrxv)ofi*,.

Setze @, (1, (i, r))=n; und @, (1) = (1%).

2. Teil:

Durch diese Konstruktion erhélt man nun zu jedem r e P(G,) eine Regelmenge
P (r)=P,(r), ein Alphabet Z(r)=Z,(r) und eine Ableitung f®=f* beziiglich
P (r). Wegen der Irreduzibilitéit von @ gilt dann:

@) P(r)n P(r)£0=r=r

(i) fO=fmp=y

Definiere nun G, @, durch

(1) $(G3)=S8(Gy), T(G3)=T(Gy), Z(Gy)=Z(G)v U Z(n

re P(Gy)

2 P(Gy)= U P()

re P(Gy)
B3) &, (="
Wegen (i) und (ii) folgt, daB &, eine Einbettung ist.

Wir konnen einige Zusitze beweisen.

Korollar 1:
Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1 gilt:

(1) @ dicht=> @, dicht
(2) @ abgeschlossen= @, Reduktion.

Beweis:
(1) Betrachte we 2 (G,), dann existiert f'eD(G,) mit c¢f'=w. Nun gilt
c®, f'=w. Also ist &, dicht.

(2) In dhnlicher Weise wie (1) folgt zunichst, daB & abgeschlossen ist. Hieraus
folgt (2).
Bemerkung:

Mit einer groberen Konstruktion kann die Voraussetzung ,irreduzibel* ver-
mieden werden. Hierzu wird zu Beginn eine Regel r, mit dr, =i, dr, #, aufgenom-
men, die alle Hilfsvariablen, die in 4, und v, auftreten, in neue Zeichen verwandelt.
Dies fiihrt aber automatisch zum Einsatz kontextsensitiver Regeln.

Bemerkung:

Zu M cF (G) bezeichne G (M) die kleinste Untergrammatik von G, so daB alle
f € M Morphismen von G (M) sind.

Unsere Konstruktion liefert nun fiir G,

(1) G5 ({®, (N}) N G5 ({B, (MNES(Z (G) VT (G,), 9, T (G,), S (Gy)) falls r+v
1st.
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Im kontextfreien Fall gilt dariiber hinaus
(2) Zu jedem r € P (G,) existiert genau ein r' € P (G; ({®, (r)}) mit dr'e Z (G,).
Dies gibt AnlaB zu einer neuen Klasse von Morphismen. Definiere hierzu zu jedem
re P (G) (G eine Grammatik)
A,(N={&|1<i<t}, falls dr=¢, ... & mit {;e Z(G) fir 1<i<t.

Dann nennen wir eine erweiternde Einbettung &: G, — G, eine Simulation,
falls gilt:
(1) G, ({2 ()}) ~ G, (1@ () <(®(Z (G,) U T(G,) ¢, T(G,), &(S(G,)) fir alle

r,r e P(G,)mitr#r.
(2) ZujedemreP(G,) gibtes genau ein ry € P (G, (P, (r))) mit 4,(r) N D(Z(G,)*0.

Korollar:
Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1 gibt es eine Zerlegung ®=®, P, wobei
@, eine Simulation und @, gut ist.

Eine weitere Folgerung ist

Korollar 2:

Sei @,:G,—»G, intern und gut und ®,: G, G, eine erweiternde irreduzible
Transformation, dann gibt es G4, ¥,, ¥, mit

2,
G, — G,
ol o |
Gy;— G
STy, e
kommutativ, ¥, Simulation und ¥, gut und intern. Ist @, eine Reduktion, so auch ¥ ,.

Beweis:
Betrachte &, @, = ®'. Dann erfiillt ¢’ die Voraussetzungen des Satzes 2.1.

Als nichstes beweisen wir einen Produktsatz.

Satz 2.2:

Sei ®,:G,— G, eine irreduzible, erweiternde Transformation und ®,: G,—- G,
gut und intern, dann existiert ein kommutatives Diagramm

Gl“——z—G'j

o| |w

Go——6G,
2

wobei ¥, gut und intern und ¥, irreduzibel und dicht ist.
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Beweis:
Nach Satz 2.1 existiert zunéchst ein Diagramm

Sim.

/ gut, intern

2,

2,

Nach [11], [14] existiert dann ein Diagramm

Nm. ut, intern

?, v gut, :
ﬁlt, intern ﬁut, intern
; 5 }

Also konnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, daB @, eine
irreduzible Simulation ist. Wir definieren nun G, durch folgende Angaben:

() Z(G3)=Z(G,), T(Gy)=T(G,), S (G3)=S5(G,)

(ll) r’=(p/’ ql)eP(G?,) ,
<> Es existiert (p,g)e P(G,) mit (2, p, #,¢)=(p,q) und f*) e F(G,) mit
P, (f)=2, (& df"=p & cf=¢.

Nun definiere ¥, und ¥, durch

(ili) ¥, (x)=D,(x)(xe4(G,)), ¥, (r)=r sowie
(iv) ¥, (x)=x(xe A4(G;))und ¥, (r)=f".
Wir behaupten nun: ,,¥, ist dicht.”

Betrachte hierzu w e Z (G,), dann existiert f € D (G,) mit df € S (G,) und cf =w.
Betrachte @, (f). Da @, Simulation ist, existieren folgende Zerlegungen:

1) @,(f)=f10... o fs

) fi=u;x fix; (1<i<s)

() Dy (g xTy X0y)o...o(ilxF, xv)=P, (f) mit 7€ P(G,) (1<i<k)

4) o, () =];

Da @, gut und intern ist, induziert @, auf den sequentiellen Darstellungen
von f eine Surjektion auf die sequentiellen Darstellungen von &, (f) ([16]).
Andererseits gewinnen wir aus den sequentiellen Darstellungen der f; durch
Hintereinanderhéngen eine sequentielle Darstellung von &, (f). Damit besitzt
f aber eine Darstellung

f=fo o f

mit , (f*)=/f; (1<i<s) und f*=u}x f** xv¥ (1<i<s), wobei @, (u})=1;,,
% (v})=70; und @, (f;**)=7.. Hieraus folgt aber r¥=(df**, cfi**) e P (G,).
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Bilde nun
=Wk xrfxv¥)o...o(uf xr¥xv¥).
Dann gilt zunéchst:
df'=urdriv¥=ufdf}*v¥=df*=dfeS(G,).
Nun gilt S (G,)=S5(G;), also df" € S (G,).
Andererseits gilt:

cf' =ufcrivi=ufcf*vi=cf*=cf=w.
Wir wollen wieder einige Zusétze beweisen.

Korollar 1:
Unter den Voraussetzungen von Satz 2.2 gilt: Ist @, eine Reduktion, so auch ¥ ,.

Beweis:
Wir betrachten die durchgefiihrte Konstruktion. Sei fe D (G,). Dann existiert

f'eD(G,) mit ®, (f)=®,(f’). Wie in obigem Beweis finden wir dann Zer-
legungen

(1) f=@; xr;xXv)o...0(UXT XV

() f'=@Fx f*xv)o...ouFx fF* xv¥) mit
(i) @, WF)=u, &, (f;*)=, (r), &, W})=0; (1 <i<3).
Also gilt r¥ =(df**, ¢ f;**) € P (G;). Bilde nun

[r'=uFxrFxv)o...ouF xrfxv}¥).

Dann gilt ¥, (f")=f.
Wir beschiftigen uns mit der Frage, wann wir die Eigenschaft ,Einbettung®
iibertragen konnen.

Wir nennen &@:G,— G, relativ injektiv, falls fir alle w,,w, e 4(G,)* und
fe F(G,)gilt:

[~ (f)n (Wi, Wy, [<1.
Beispiele fiir relativ injektive @ erhilt man durch folgende Uberlegungen. Nennen
wir G total eindeutig, falls fiir alle w,, w, € A (G)* gilt:

[(wy, wo)le <1,

so ist jedes @: G, » G, relativ injektiv, falls G, total eindeutig ist. Wir ver-
merken, daB jede reduzierte, kontextfreie eindeutige Grammatik bereits total
eindeutig ist.

Korollar 2:

Unter den Voraussetzungen von Satz 2.2 gilt: Ist ®, relativ injektiv, so ist ¥, relativ
injektiv und ¥, eine Einbettung.
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Beweis:
1. ¥, ist abgeschlossen.”
Nach Konstruktion gilt, daB es zu jedem f € F (G,) eine Zerlegung der Forn
(@) f=(@uy X fix01)o0...0(ux fx0)
und ein f’ € F (G,) gibt mit
() f'=(uy XryXv)o...o(UgxX1,x0y)
(4, v,€ A(G,)*, r;€ P(Gy), 1<i<s)
(iii) r=(fscf) (1<i<s)
(iv) &, AP, fi,c P, f)=9,f; (1<i<s)
V) P (r)e®;'(2,dD, f,,c®, f)n(dfi,cf)s, (1<i<s)
Hieraus folgt ¥, (r)=f; (1<i<s),also ¥, (f)=f.
2. ¥, istinjektiv.”
Der Beweis ist indirekt. Sei ¥, (f;)=¥, (f,). Betrachte kanonische sequen-
tielle Darstellungen f;=(u{’ x ) x v{) o ... o (u x r{? x 1), (i=1, 2). Nun gilt:
O, ¥, (f1)=2, ¥, (f)=9, ¥, (f2)=2, ¥, (f,) Also gilt: ¥, (f,)= ¥, (f2)
Damit erhalten wir s;=s,=s, @, ({")=, uP), &,®")=2,(1}") und
¥, (V)= Y, (r{?). Ferner gilt:
P, ()= x g x o)o ... o (w9 x g0 x 1) (i=1,2)
mit @, ¥, (*")=,(g\") (i=1,2, 1<j<s). Da &, relativ injektiv, folgt:

g =g (1<j<s). Dann gilt aber auch «{"=u{ und v{"=0? (1<j<s),
das heiBt aber f; =f,.

3. ¥, ist relativ injektiv.”
Seien f, f, € F(G;) mit df, =df,, cf,=cf, und ¥, f,=¥, f,. Dann folgt
aber &, ¥, fi=9, ¥, f,und d,c ¥, fi=d,c ¥, fi=d,cf,=d,c ¥, f,.
Hieraus folgt: ¥, f; =Y, f, und nach 2.: f, =f,.

Fiir lineare Grammatiken kdnnen Simulationen in gewissem Sinne auf lingen-

erhaltende Morphismen zuriickgefiihrt werden. Wir nennen eine lineare Gram-

matik G erweiternd, falls fiir (p,g)e P(G) mit |g|<1 stets ge T(G) nach sich
zieht. Eine lineare Grammatik G heiBt synchronisiert, falls gilt

cP(G)eT(G)-Z(G)u Z(G)- T(G)u T(G).
Lemma 2.1:

Sei @: G, - G, eine Simulation, G, eine erweiternde und G, eine synchronisierte,
reduzierte, lineare Grammatik. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Istr={—>unve P(G,)bzw.{>we P(G,)mitu,v,we T(G,)* und £,ne Z (G,),
danngilt: | @ (r)||=|u|+|v|(bzw.|w]). '
(2) Sei & ¢ D (Z (G,)), dann lapt sich jedes f mit
IfI121,df=¢ & cfe T(G)*-{&}- T(G,)*
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zerlegen in der Form f={, o f, mit cfy=u¢ v,u,ve T(G)* und £ e ®(Z(G,)).

(3) Sei reP(G,) und @ (r)=(ug XryxXv)o...o(u; xr, xv,) dann gilt fir alle
1<i<j<s:
driFdr;.

Beweis:
(3) folgt aus (2), (1) folgt aus (3). Wir betrachten (2) und schlieBen indirekt.

Nehmen wir an, daB es ein feF(G,) gibt mit ||f|=1, dfeZ(G,),
cfe T(G,)*-df- T(G,)* und fiir alle Zerlegungen =1, f? gilt:

c(fP)e T(G)* x(Z (G)\Z (G,)) x T (G,)*.

Dann konnen wir aber zu jedem beliebig groBen ke Z, ein f, mit | f, |=k
finden, so daB df,=¢, cf,e T(G,)* ¢ T(G,)* und die oben genannte Zerle-
gungseigenschaft ebenfalls gilt. Dann gibt es aber f,* und f,** mit

JE*=1F o fio fi¥* €D (Gy).

Fiir hinreichend groBe k gilt dann aber

@~ ! (f¥**)=0 — Widerspruch!
Seien G,, G, zwei Grammatiken, ®: G, - G, ist eine treue Erweiterung, falls
gilt:
(1) @ ist gut und episch
2) T(G=P(T(G)=T(Gy) v {e}
B) Vi1, [2€D(Gy), 2(f)=2P(f)=f1=/2
(4) @ ist abgeschlossen.

Satz 2.3:

Seien ®,: G, — G; (i=1, 2) zwei Simulationen, G, G, synchronisierte, reduzierte
lineare Grammatiken, G, erweiternde lineare Grammatiken, dann gibt es eine
lineare, erweiternde Grammatik G, und zwei treue Erweiterungen ¥;:G;— G;
(i=1,2).

Beweis:
Betrachte r e P (G,). Sei dann

D, (N=uP xrPx 1) o ... o (WP xr) x 1)) (i=1,2).
Dann gilt: u? cr® v@=c (r) (i=1,2) und u{’ v =¢ (i=1,2).

Seien nun <dr{",dr{®> neue Zeichen fiir 2<j<s. Sei ferner § ein noch nicht
verwandtes Zeichen. Dann definiere neue Regeln 7, ..., 7, durch:

() df,=dr

() df=<drV,dr®> 2<i<s
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(a,b)<d,n ,d@ >, falls ¢ (rV)=udw, & c(rP)=bd,o,

+1° Tri+

1 2 D —d 2N =4 2
(iil) ¢()= <dw ,d» >(a,b), falls ¢(ri”=dw u& c(ri”)=d>, b

(a,$)<dw ,d@ > 0b), falls c(V)=ad,w &c(rP)=d,> b

riv1? Crit+

$,b)<dw ,d» >(a,$) sonst (1<i<s)

riv1? Tri+a

((a,b)¢, falls c(rV=aé & c(r@P=b¢
(@, $) €3, b), falls c(r{")=al & c(rP)=¢b
(iv) c(F)=1< §b)¢(a$), falls c(rV)=Ca& c(r?)=b¢

¢(a, b), falls c(riM)=¢a& c(r®)=¢Eb
| (a, b), falls ¢ (r'")=a & ¢ (r!*)=b

Durch diese Konstruktion wird G5 definiert. ¥, und ¥, werden dann iiber
Monoidhomomorphismen induziert, die gegeben sind durch

V) ¥i(<npnp>)=n, (i=1,2)
(vi) ¥, ((ab)=a (@eT(G,)beT(G,u{§})& ¥, (4, b))
(vi)) ¥, (@ b)=b (aeT(G)u {§},beT(G,) & ¥, ((a,5)=¢

&

Mit Lemma 2.1 folgt, daB G, wohldefiniert ist und ¥,, ¥, gerade treue Er-
weiterungen sind.

Betrachten wir linkslineare Grammatiken, so bendtigen wir die Zeichen (a, §) und
(§, b) nicht. Ferner entnehmen wir Lemma 2.1, daBB bei Verwendung von (a, b)
stets gelten muB3: a=b.

Also erhalten wir

Satz 2.4:

Seien @,;: G, — G, (i=1,2) zwei Simulationen, G,, G, synchronisierte, reduzierte,
linkslineare Grammatiken, G, linkslineare, erweiternde Grammatik, dann existie-
ren eine linkslineare, erweiternde Grammatik G und zwei Reduktionen ¥;: G; > G;
(i=1,2).

Bemerkung: Eine entsprechende Aussage gilt fiir rechtslineare Grammatiken.

3. Verwandtschaften

Wir wenden die Ergebnisse aus dem Abschnitt 2. auf Verwandtschaftsprobleme
an. Dazu betrachten wir zunichst ETrans,,, , die Kategorie der eindeutigen
kontextfreien Grammatiken und erweiternden Transformationen. Sei ferner
Einb,, die Kategorie der kontextfreien Grammatiken und Einbettungen.

Satz 3.1:

Seien G, und G, eindeutige, reduzierte, kontextfreie Grammatiken. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent
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(1) Gy ~G,(ETrans,pyc )
(2) Es existieren eindeutige kontextfreie Grammatiken G, und G', und Reduktionen
D;: G- G, (i=1,2) mit
G} ~G) (Einb,,),

Zum Beweis vermerken wir zunédchst, daB die Richtung (2) — (1) trivial ist. Zur
Umkehrung ziehen wir folgendes Lemma heran:

Lemma 3.1:

Jedes Diagramm G, D G, =y G, mit Gy, G,, G, eindeutig, reduziert und

kontextfrei und D (Einb,;) Verwandtschaftsdiagramm ist dquivalent zu einem Dia-
gramm
Gy+——G,D G,,
, © red ° 2
wobei G5 eindeutig, reduziert und kontextfrei ist und D' ein (Einb, ;)-Verwandt-
schaftsdiagramm ist.

Beweis:
Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber den Aufbau von D. Die

Verankerung ist trivial. Betrachte den Induktionsschritt. Dann gibt es zwei
Fille:

1. Fall:

d _ d
Go— G, =G, D G, — G, —2 G,.
Einb

Nach dem Korollar 2 zu Satz 2.1 erhalten wir dann ein dquivalentes Diagramm
der Form
Gy,DG, —— . — G,.
0 *red Einb ’
Nun wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf D an und erhalten die Be-
hauptung.

2. Fall:

red "
G, — G| =G, DG, — G, —— G,.
0 0 “Einb ' red °

Nach Satz 2.2 und Korollar 2 (beachte: G, eindeutig) erhalten wir dann ein
aquivalentes Diagramm der Form

Gy,DG, — . — G,.

red Einb

Wenden wir wieder die Induktionsvoraussetzungen an auf D, so erhalten wir er-
sichtlich die Behauptung.

Beweis von Satz 3.1: (,(1)=>(2)")
Betrachte ein (E Trans,;,,, ;)-Verwandtschaftsdiagramm

4 Computing 22/1
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etrail/ \et‘rans etrary \y‘rans

Nach Satz 2.1 ist dieses Diagramm #quivalent zu einem Dlagramm der Form

Einb  Einb Emb Elnb Emb

/ red red \ / red red \ / red
G, )

Wir zeigen nun durch Induktion iiber die ,,Lénge"” dieser Kette, daB sich dieses
Diagramm iiberfiihren 148t in ein dquivalentes Diagramm der Form

G, DG,

<\

wobei D ein Einb, f~Verwandtschaftsdlagramm ist.
Hierzu betrachten wir den Induktionsschritt

Einb  Einb

EEEVAEN

G,

Nach einem Satz von Schnorr [12] gibt es zunéchst ein aqu1valentes Diagramm
der Form

red red
Einb Einb

red red

G, G,

Zweimalige Anwendung von Lemma 3.1 liefert dann

Dl . DZ
A r&
/ red red\

G, G,



Die Verwandtschaft kontextfreier Grammatiken 51

wobei D; und D, Einb,,-Verwandtschaftsdiagramme sind. Damit ergibt sich
aber die Behauptung.

Bemerkung:
Nach unseren Konstruktionen hitten wir anstelle von Einb,, die Kategorie
Sim,, der kontextfreien Grammatiken und Simulationen betrachten konnen.

Zum AbschluB befassen wir uns mit linearen Grammatiken. Hierzu sei E Transgy;,
die Kategorie der erweiternden, linearen Grammatiken und erweiternden Trans-
formationen.

Satz 3.2:

Seien G, und G, erweiternde, reduzierte, lineare Grammatiken mit G,~G,
(ETransgy;,). Dann gibt es ein Diagramm

G, G,

Sim\ Sim

(1) @, abgeschlossen, gut (i=1, 2)
(2) T(G)<=®(T(Go)S T (G) (i=1,2)

mit

(3) G; synchronisiert, linear (i=1, 2)
(4) G, linear und erweiternd.

Beweis:

Nach Satz 2.1 konnen wir jedes ETransg;,,-Verwandtschaftsdiagramm in ein
dquivalentes Diagramm der Form

Sim Sim Sim Sim

. . —
red red \ / red red
G, . G,

umformen (wobei die Punkte — wie auch in allen folgenden Diagrammen —
erweiternde, lineare Grammatiken bezeichnen).

Betrachte ein Diagramm der Form

Sim Sim

red red

4*
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Durch Ubergang zur synchronisierten Normalform erhalten wir
red Sim  Sim red

N/

* *

Sim Sim

wobei ,,** (wie auch im folgenden) synchronisierte lineare Grammatiken be-
zeichnet.

Nach dem Korollar zu Satz 2.1 finden wir eine Ergdnzung der folgenden Form:

NN /|
red Sim  Sim red

N/

Sim Sim

Sim Sim

v
*

N J

red r

* *

Nach Satz 2.3 erhalten wir aber dann ein Diagramm

, * o e . *

Sim red " treueErw treueErw " Sim

Also konnen wir unser Ausgangsdiagramm ersetzen durch
* * * *
Siy/\\ed red/ \Sim Sim/ Sim/\id red /&m
o/ N SN /N
treue Erw.\ / treue Erw. treue Erw‘\ / treue Erw.

Nun konnen wir die inneren Diagramme

* %

nach Satz 2.3 wieder ersetzen durch
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% *

Insgesamt erhalten wir ein Diagramm

S N\A

wobei die ungekennzeichneten Pfeile gerade abgeschlossene, gute Morphismen
bezeichnen, die der Bedingung (2) geniigen.

Betrachten wir nun ein Teildiagramm

abg. gut,& /bg. gut, (2)

so erhdlt man durch Kontrolle des Beweises des Satzes von Schnorr ([12]) eine

Ergidnzung
gut, abgeschl, % \Kut abgeschl, (2)
gut, abgeschl.,\N %, abgeschl., (2)

Damit 148t sich aber das zuletzt erreichte Diagramm so umformen, daB3 ein
Diagramm resultiert, wie es in Satz 3.2 verlangt wird.

Bemerkung:

Im Falle eindeutiger, linearer Grammatiken konnen wir offenbar auf die Simula-
tionen verzichten.

Verwenden wir anstelle des Satzes 2.3 den Satz 2.4 und betrachten die Kategorie
der linkslinearen, erweiternden Grammatiken und erweiternden Transformatio-
nen ETransgy;qin> SO gilt mit einem entsprechend abgewandelten Beweis

Satz 3.3:

Seien G, und G, erweiternde, reduzierte, linkslineare Grammatiken, dann sind
folgende Aussagen dquivalent
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() Gy~ G, (ETransgynkstin)

(ii) Es existiert ein Diagramm der Form

- NP — -
Sim red red Sim
Bemerkung:
Fiir eindeutige linkslineare Grammatiken konnen wir wieder auf die Simulationen
verzichten.
Bemerkung:
Ein analoges Ergebnis erhalten wir fiir rechtslineare Grammatiken.

4. Entscheidbarkeitsfragen

Wir untersuchen zunichst die Kategorie Simg,, der erweiternden, kontextfreien
Grammatiken und Simulationen. Wir wollen zeigen, daB3 die Relation G, ~ G,
(Simg, ;) entscheidbar ist. Hierzu bendtigen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 4.1:

Seien G, und G, erweiternd, kontextfrei und G, bindr, ®: G, — G, eine Simulation,

dann gilt:

(1) E¢D(Z(Gy)), fmit | flIzL,df =&, cf=ul'v=>f=f 0 f, mit df e ®(Z(G,))

QreP(G):dM)=UXxrXv)o ...0 (U XryXvy) Mit U, V,=6,u,cryv,=ct,
dry=dr, dr;$dr;,,, 2<i<s

B)reP(Gy: @M l=lc@)+lc()lre,

@ 1ZGYI=1ZGYI+ Y. (le@I-1)

reP(G)

Beweis: Analog Lemma 2.1 fiir lineare Grammatiken.

Bezeichnung:

Die Zusammensetzung einer Simulation mit einem internen Isomorphismus
nennen wir schwache Simulation.

Korollar 1:
D,:Gy>G,, ¢,:G,-G,, Gy, G,,G, erweiternd, kontextfrei, G,, G, bindr,
@, D, schwache Simulationen

=|Z(GyYI=|Z(Gy)I.
Wir ziehen eine weitere Folgerung. Betrachte G erweiternd, reduziert und binir,
Z2<cZ(G):

Z trennt G genau dann, wenn es ein k>0 gibt, so daB gilt:

(1) Ist f=(uyxr;Xvg)o...0(Uy xryxv,) mit dr;¢ Z, 2<i<s, und u, v, =€, so
gilt: s<k.
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Q) [{f=(u XX V)0 ... oty X1y X)) |ugcrsv,€(Z 0 T(G)*, uy v, =¢,dr € Z,
drié Z,2<i<s}|<k

Korollar 2:

®,: G, —» G, schwache Simulation, G,, G, erweiternd, kontextfrei und reduziert,
G, bindr, dann trennt @ (Z (G,)) G,.

Lemma 4.2:
Man kann entscheiden, ob eine Menge Z eine bindre Grammatik trennt.

Sei zu G die Klasse | G | bestimmt durch Anwendung interner Isomorphismen.
Danngiltfiirke Z ., T Alphabet:

Ak, N={| G| | G binir, erweiternd, T(G)=T, | Z(G)|<k} ist endlich, und
diese Menge kann berechnet werden.

Lemma 4.3:

Zu jedem (Simp, ;)-Verwandtschaftsdiagramm G, D G, gibt es ein Verwandtschafts-
diagramm der Form

Hl Hs
Sim \Sim im \Sim
Gl K2 ...... Ks KS+1 =— Gz

mit
(1) H; binar (1 <i<s)
@ s<I4(1ZG)I+ .Y (leMI+1cOlr@y—1)» T(GY)l

reP(Gy)

Beweis:
Wir konnen o. B. d. A. annehmen, daB3 D die Form

SN N

!
G,=K, = Kj...... D, ., G,

I som.
besitzt. Nach Korollar 1 gilt dann aber fiir alle 1 <i, j<s':
| ZH)I=1ZH])I=IZG)I+ ¥ (le@I+lc@)re,—1)=k.

reP(Gy)

Istnuns'>4(k, T(G,)),so gibtes 1<i<j<s mit H; = H

int ’

Dann 148t sich die obige Kette aber verkiirzen.
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Betrachte nun wieder G bindr und Z, so daB Z G trennt und S(G)=Z gilt.
Definiere Grammatik G, durch

() T(Gx)=T(G),S(G,)=S(G), Z(G)=Z
(i) P(Gy)={(dryuscryv)|I f=uXryxv5)o...o(u; Xxr; X v;) mit
(1) usc(r)v,e(Zu T(G)*
@ uyv,=¢,dreZ
() dri¢Z, 2<i<s}
Bezeichnung:
f mit den in der Definition (ii) geforderten Eigenschaften heiBen Z-normal.
Man erkennt sofort

Beobachtung:

Durch eine Zuordnung & ((dr,, u,cr,v,))=f, wobei f den definierenden Eigen-
schaften geniigt, wird ein dichter, interner Morphismus definiert.

Damit dieses @ eine Simulation definiert, sind weitere Eigenschaften zu iiberpriifen,
und zwar:

Ordne jedem Z-normalen f=(u;Xr;,xv)o ...o(u; xr; xv,) die Menge
Z(f)={dr; | 2<i<s} zu. Dann gilt

Beobachtung:

Gelten folgende Aussagen fiir Z-normale f,, f, mit f, & f,:
(i) Z(f1)nZ(f2)=9

(iv) (dfy, cfi)Fdfzcf)

dann definiert @ eine Simulation.

Umgekehrt erhdlt man durch Untersuchung trennender Z fiir bindre G alle G’
bis auf interne Isomorphie, so daB es eine schwache Simulation @: G' > G gibt.
Nun konnen wir aber bis auf Isomorphie alle Diagramme der Form

e
(1) H, binir (1<i<s)
Q) s<l4(1ZG)I+ Y (le@I+lc®lre,)—1) T(Gy))l

reP(Gy)
bestimmen. Hieraus folgt

Satz 4.1:

Zu zwei beliebigen reduzierten, erweiternden, kontextfreien Grammatiken G, und
G, ist es entscheidbar, ob G, ~ G, (Simg, ) gilt.
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Verwenden wir anstelle der bindren Normalform fiir lineare Grammatiken die
synchronisierte Normalform und schlieBen entsprechend, so erhalten wir fiir die
Kategorie Simg;, der erweiternden linearen Grammatiken und Simulationen den
Satz 4.2:

Zu zwei beliebigen reduzierten, erweiternden linearen Grammatiken G, und G,
ist es entscheidbar, ob G, ~ G, (Simg,;,) gilt.

Fiir linkslineare Grammatiken kdnnen wir mehr zeigen. Wir hatten gesehen, daB3
fir erweiternde, reduzierte, linkslineare Grammatiken folgende Aussagen Aqui-
valent sind:

() Gy~ G, (ETransgyimsin)
(ii) Es existiert ein Diagramm der Form

G > G « . » G, « G
''Sim ' red red 2 2

wobei G und G/, synchronisiert sind.

Nun konnen wir aber zu G, und G, alle synchronisierten G} und G, finden mit
G; s—» G;(i=1, 2). Dann ist nur noch zu iiberpriifen
im

Z(G,")=2(G}").
Hieraus folgt:

Satz 4.3:

Zu zwei beliebigen reduzierten, erweiternden, linkslinearen Grammatiken G, und
G, ist es entscheidbar, ob G, ~ G, (E Transgy .., gilt.

Bemerkung:

Natiirlich kann man Satz 4.3 iiber die Konstruktion endlicher Akzeptoren zeigen
(sogar in allgemeinerer Form). Unser Entscheidungsverfahren benutzt diesen
,L2umweg® aber nicht, sondern ist direkt.
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