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MATHEMATISCHE MODELLE FUR NEURONENNETZE

HERMANN K.—G. WALTER

O. DAS HARTLINE-RATLIFF'SCHE MODELL FUR DIE VER-
SCHALTUNG DER NEURONEN IN DER RETINA VON SAU-
GETIEREN UND MUGLICHE VERALLGEMEINERUNGEN

Das System der Neuronen in der Retina von S&uge-
tieren ist durch ein Schaltungssystem in einer Weise
verbunden, da8 jedes Neuron auf andere Neuronen wirkt
(laterale Interaktion). Diese Wirkung kann sowohl
excitatorisch wie auch inhibitorisch sein. Vorwiegend
handelt es sich aber um inhibitorische Schaltungen.
Hierfiir haben K.Hartline und F.Ratliff ein Modell ent-
wickelt, das abgeleitet wurde aus Untersuchungen bei
Limulus. Wir erliutern dieses Modell und priifen es
auf mdgliche Verallgemeinerungen.

Genaueres findet der Leser im Buch von F.Ratliff,
"Mach Bands" [4],

BekanntermaBen gehdrt der Sehvorgang zu einem der
kompliziertesten Prozesse, die in der Natur ablaufen.
Wir verfolgen diesen Prozess nur bis zum retinalen
Neuronensystem.

Die physikalische Vorlage wird, nachdem sie das
optische System des Auges (Pupille-Glaskdrper) pas-



22 H.K.—G.WALTER

siert hat, in den Sehzellen des Auges aufgenommen.
Die ankommenden Reize werden in diesen Sehzellen
umgewandelt in Spikes. Die ankommende Information
wird dann dargestellt durch Spike-Frequenzen. Nun simd
mehrere Sehzellen auf ein Neuron der Retina geschal-
tet und zwar in der Weise, daB die Frequenzen sich
addieren. Innerhalb des Neuronensystems werden dann
diese Frequenzen verarbeitet zu neuen Frequenzen.

Gehen wir aus von einer festen Numerierung der
Neuronen von 1 bis n, so sei z, die beim 7 .Neuron an-
kommende, und y; die abgegebene Frequenz.

Der Zusammenhang zwischen den z, und y; ist dann
nach Hartline-Ratliff gegeben durch folgendes Glei-
chungssystem

y :)

n
= Max [o'”i' ) a;;Max(0,y ;=5 ;

J=1
J#i

T

(Z=1,...,n).

Dabei sind die aij nichtnegative-reelle Zahlen, des-
gleichen die Sij'

Da aij regeln, in welcher Weise das j.Neuron auf das
i.Neuron einwirkt. Die Bedingung "nichtnegativ" be-
sagt, daB8 der Schaltungstyp inhibitorisch ist. Die
Sij sind Schwellen, die {iberwunden werden miissen, be-

vor das j.Neuron iiberhaupt auf das 7.Neuron einwirkt.

Da Frequenzen stets nichtnegativ sind, ergeben sich
die Maximumsbildungen in natiirlicher Weise.

Bei dieser Darstellung der Verh&dltnisse in der Re-
tina wurden im wesentlichen drei Vereinfachungen vor-
genommen, die im folgenden auch beibehalten werden.

1) Die Vorlagen sind nicht farbig.

2) Der EinfluB méglicher excitatorischer Schal-

tungen (aii < 0!) wurde unterdriickt.
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3) Es wird nur ein derartiges Neuronensystem be-
trachtet, obwohl in der Realit&dt mehrere sol-
cher Systeme hintereinandergeschaltet sind.

Die Bedeutung dieses Modells liegt einmal in der
M8glichkeit, einige optische Effekte wie Mach'sche
Linien, Hermanngitter, etc. [4] erkliren zu k&nnen,
zum anderen in der M8glichkeit, derartige Systeme zur
Mustererkennung und Kontrastverschidrfung zu verwen-
den [5], [6], [7].

Zwei wesentliche Einwédnde lassen sich gegen das
Hartline-Ratliff'sche Modell erheben

1) Die "lineare Abh&ngigkeit der Inhibitionswir-

kung;

2) Die Zeitunabhdngigkeit des Gesamtsystems.

In dieser Arbeit gehen wir daran, einigeanglich-
keiten aufzuzeigen, wie diesen beiden Mingeln abge-
holfen werden kann. Beziiglich des 2.Punktes stiitzen
wir uns auf Arbeiten von Hartline-Ratliff-Miiller,
sowie von Lange, vgl. [4].

Dabei ist es zweckmiBig, in tiblicher Weise das
oben angeschriebene Gleichungssystem in Integralglei-
chungen zu verwandeln. Aus schreibtechnischen Griin-
den verzichten wir auf die Benutzung der Schwellen-
elemente. Jedoch ist dies im allgemeinen keine Re-
striktion der Allgemeinheit.

Dann k&nnen wir sofort verallgemeinern zu den
Gleichungen
1. Nichtlineare Gleichung

y(u,v) = Max(o,x(u,v)-JK(u,u,s,t)Max(O,y(a,t)))dadt
G

(u,v)e G
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2. Zeitabhdngige Gleichung (Lange'scher Typ):

y(u,v;u) = Max(0,x(u,v;u) -

dtds

n
L.
—IJI({u,v,t,s,lvlax(o,%!)eu,r uy(t,e;u')du']
G

(u,v) I(t'a)G'u eR

Dabei ist Gng der Bereich der Neuronen.
Der Kern XK(u,v,s,t,z) erfiille nun folgende Bedingun-
gen:

i) X(u,v,8,t,z) > 0, ((u,v)e G, (s,t) G, zeR)

ii) 2z €« 2! = K(u,v,8,t,3) < K(u,v,8,t,z")

(z,3'eR, (u,v)eG, (8,t) €G).

i) besagt wieder, daB wir einen inhibitorischen Schal-_
tungstyp vorfinden, ii) besagt, daB8 die inhibitori-
sche Wirkung um so gr8BSer ist, je gréBer die Anregung
des betreffenden Neurons ist.

Diese beiden Bedingungen sind neben einigen ande-
ren, mehr mathematisch technisch bedingten, die we-
sentlichen Voraussetzungen fiir die nachfolgenden Un-
tersuchungen.

Die sich hier anschlieBende Theorie ist angemessen
fiir die R&ume LP(G) (p>1), sowie Orlicz-Riume. Die Be-
dingungen dafiir, wann die Integraloperatoren auf den
betreffenden Riumen operieren und wann sie (voll-)
stetig sind, entnehme man der einschligigen Litera-
tur ( [2], [3], [8]).

Der "lineare" Fall ist behandelt worden in [9],

[7].
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1. Die nichtlineare Gleichung
Nach dem oben Gesagten haben wir es also mit fol-

gender Situation zu tun.
Sei E ein Banachraum mit Kegel K.
1<' seil die durch X gegebene Ordnung.
Wir setzen voraus
i) KX ist minihedral, d.h. zu r,ye E existiert ein
Supremum, Sup(x,y). Das Infimum sei dann
Inf (x,y).
Ist xe E, so setzen wir pos(x) = Sup(0,x),|z|=
= Sup(x,-x). Wir verzichten darauf, einen Katalog
der Relationen und Ungleichungen, die zwischen z,
pos(z) und |x| gelten, anzugeben. Ein solcher Katalog
findet sich in [10].
Gegeben ist nun ein Operator A:E — F und die
Operatorgleichung

(0) y= pos (x-4 pos y). (x,y € E)

Wir setzen voraus

ii) A Cc K (inhibitorische
Schaltung)

1ii) 0 < 3 < 2’ == 4z < 42' (Monotonie der inhi-
bitorischen Wirkung)

Diese Voraussetzungen gelten generell fiir das nach-
folgende. Wir werden sie daher nicht immer ausdriick-
lich erw&hnen.

Eine Problemvereinfachung ergibt sich aus der Be-
handlung der "&quivalenten" Gleichung

(0*) y* = z-4 pos(y*).
Genauer ist y L8sung von (0), so ist x-4 pos y LOsung

von (0O*). Ferner ist (0) dann eindeutig 18sbar, falls
(0*) es ist.
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Wir wenden uns zundchst Fragen zu, die die Existenz
und Eindeutigkeit von L&sungen von (0O) bzw. (0*) be-
treffen.

Sei xeE fest. Zu x assoziieren wir
sz=.:c—AposZ (2 €E)

Wir wollen den Schauder'schen Fixpunktsatz heranzie-

hen. Dazu bendtigen wir neben den iiblichen Voraus-

setzungen die Stetigkeit von pos. Dies sichern wir

durch folgende Bedingung.
Es existiert k > O, so daB fiir alle z,ye E aus

lz| < [yl folgt |[=|l < kIl .
In einem solchen Fall nennen wir den Kegel streng
normal. Jeder streng normale Kegel ist normal. Im
endlich-dimensionalen Fall folgt aus der Normalitit
von K die strenge Normalitit.
Nun gilt
Satz 1.1. Die Operatorgleichung

y =x - A pos y

besitat eine Lbsung, falle K streng normal und
A vollstetig ist.

Beweis. Da 4 pos z > O fiir alle ze E, so gilt
A z < x,
&

Da 4 monoton auf dem Kegel X ist, ist Az auf E anti-
ton. Man erhdlt dann fir alle z mit z < =z
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Ax < A 3z <z,
x x

Hieraus folgt sofort, daB A, das Segment [ﬁxx,x]
invariant 148t.
Da X streng normal ist, gilt wegen

|pos y - pos y'|<|y-y'| (y,y'eE),

daB pos stetig ist.
Dann ist aber Ax vollstetiq.
Damit haben wir die Voraussetzung des Schauder'schen
Fixpunktsatzes erreicht und erhalten die Behauptung.
Man kann wie iiblich auch mit der schwachen Topolo-
gie arbeiten und den Fixpunktsatz von Tychonow-Schau-
der zur Anwendung bringen. Die Voraussetzungen des
Satzes 1.1 erscheinen zu stark. Wir wollen daher ein
genaueres Resultat herleiten, wobei wir konsoquent
die Antitonie von Ax ausnutzen. Man zeigt sofort
i) sz <z

ii) A x < A3z
x x

iii) Azx <z .
x

Da Ax antiton ist, ist fiir alle s > O Ais isoton.
Wir erhalten dann

28+1 28
i) Ax x < Az x

i) A28+1x < A28+3x
x x

28+2 28
iii) A.’l: x < A.‘z: x

fir alle s > O.
Hieraus erhalten wir
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Hilfssatz 1.1. Ist K reguldr, so existieren die

Limites
lim Aza*lz = U,x
x A
8
und
lim Azsz =-0,x.
x A
8
Ferner gilt: UAz =0Ax.

Beweis. Die Existenz der Limites folgt nach dem oben
Gesagten aus der Reqularitdt von K. Da jeder reguldre
Kegel normal ist, erhalten wir mit dem Zwei-Miliz-
médnner-Lemma die obige Ungleichung.

Hilfssata 1.2. Ist K reguldr, so gilt:

LAx < AzOAz < AzUAx < OAx.
Beweis. Aus
28+l
<
Ax z UAz
erhalten wir
28+2
AxUAx < Ax &

Limesbildung s gegen « liefert (X regulédr!).
AxUA” < oAz.

Entsprechend zeigt man die andere Ungleichung.
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Satz 1.2. Ist K reguldr, dann sind fir alle z €k
folgende Aussagen dquivalent

i) U,x = 0,x
A A °

1%7) Jede Iterationsfolge (Azz] mit ze E kon-
(0]
vergiert.

Beweis. DaB aus ii) i) folgt, ist trivial. Wir zei-
gen, daB aus i) 1ii) folgt.
Sei z e F beliebig, dann gilt:

i) sz <z

2
ii) sz < sz.
Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit k&nnen wir also
annehmen, daB z aus dem Segment [hxx,x] ist. Dann lie-

fert die Anwendung von Ais auf die Ungleichungen

Ax <z <<z
x

und
sz < sz < z.
1) A£8+1x < Aisa & Aisx
1) a2 < 420, %%, (s > 0)

Der Ubergang & gegen ~ liefert wegen der Normalitit
von K nach dem Zwei-Milizminner-Lemma die Existenz
der Limites
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lim 4

285
X
8

und
lim 428%1,
x
8
und deren Gleichheit.
Hieraus folgt ersichtlich die Behauptung.

Zusammen mit Hilfssatz 1.2 erhalten wir

Korollar. Ist K reguldr und gilt Upz = Oy 3= I,x,
dann gelten folgende Aussagen:
z) AIIAx = IAx
1) sz =3 = z=1Ix .
i117) Jede Iterationsfolge (AZz]o konvergiert

gegen IAx.

Im Falle der Stetigkeit von 4 kdnnen wir jetzt ein
recht allgemeines Kriterium fiir die Existenz und
Eindeutigkeit von L&sungen der Gleichung

y =2 - A pos y

herleiten.
Ist A stetig, so gilt: AxUAx = OAx und Axo x =U

Hieraus erhalten wir

A A%

|0Ax-UAx( = |4 pos 0,2-4 pos UAxI.
Dann gilt aber
| pos 0 x-pos U,z| < IOAz-UAx[ = |A pos 0,2-A pos U,z|

Dies fiihrt dazu, folgende Gr&Be zu betrachten
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R(4) = Sup Sup{A>0|X|z-y|<|4x-Ay]|}.
x,y €K
z * y

Beachtet man nun
i) OAac = UA::: &) pos OAz = pos UAx
und
i1) Ouz # Uz — SUP{DOalos 0,%-pos U,z |
|A pos 0, - A pos UA:c|} > 1,

so erhalten wir

Satz 2.2. Ist K reguldr, A stetig und R(A)<l, so gilt
fir alle xe€E: OA:c = UA:c.
Satz 2.2 148t sich in gewissem Sinne umkehren.

Satz 2.3. Ist K reguldr und gilt fir alle xeE
OAx = UAx, 8o 18t R(A)<1.

Beweis. (indirekt) Im Gegensatz zur Behauptung nehmen
wir an, daB R(4)>1 ist. Dann gibt es y,2€K mit

AMy-z| < |Ay-Az] und A > 1.
Nun gilt:
A (Sup(y,z) -Inf(y,z)) < |Ay-Az|=Sup(Ay,Az)-Inf (Ay,Az) .

Aus y<Sup(y,z) und 3<Sup(y,z) erhalten wir wegen der
Monotonie von 4

Ay < A Sup(y,z) und Az < 4 Sup(y,z)
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also
Sup(Ay .,Az) < A Sup(y,2).
Entsprechend
Inf(Ay,Az) > A Inf(y,2).
Beachtet man nun noch
y # 2 & Suply,z) # Inf(y,z),

so kdnnen wir ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit
voraussetzen:

Yy > z.

Da fiir A>1 stets gilt: |y-z|<A|y-z|, gilt ferner
o.B.d.A. A=l.

Betrachte nun z=y+4z.

Dann gilt:

Azy y+Az-Ay < z
und

sz = y.
Hieraus folgt fiir

y' >y Ay' <z
und

’ ’
z! < z: A > Y.
2 z? ¥

Man zeigt nun sofort fiir alle s>O:
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i) A23+1y
ii) Az y > y.

Limesbildung 8 gegen « liefert dann

OAx >y >z > UAx.

Also folgt: y = z (Widerspruch!).

Wir vergleichen R(4) mit den positiven Eigenwerten
von A. Sei X positiver Eigenwert von A, dann existiert
yek, y>0 mit

Ay = Ay.
Gilt dann 40 = 0, so folgt: A € R(4).

Beispiel. Sei E endlichdimensional, X der Kegel der
nichtnegativen Vektoren und A linear.
Sei dann r(4) der Spektralradius von A. Nach dem be-
kannten Satz von Perron ist dann r(4) positiver Ei-
genwert. Also r(4) < R(4).

Sei nun ¥ eine monotone Vektornorm, lub” die zuge-
hdrige Matrixnorm (X ist normall), so gilt:

Aus O<A|z-y|<|A(z-y)| (z,yek, z#y) folgt

AW (z=y) = AN (|z-y|) < N(|A(z=y)])

N(A(x=y))

~n

lub, (4) -V (z-y) .

Also A & lub”(A).
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Hieraus erhalten wir
R(4) < lub”(A).
Dann gilt aber

R(4) < inf{lub,(4) |V monotone Vektornorm}

= r(4).
Insgesamt gilt also:
R(4) = r(4).

Wir wollen den Zusammenhang zwischen R(4) und den po-
sitiven Eigenwerten von 4 verschirfen.

Nach [2] ist ein Operator 4 nach oben uy~beschrénkt
(uoe K, uo#O) , wenn es zu jedem xe X (x#0) eine na-
tlirliche Zahl m und ein B>0 mit

A"z < Buo

gibt.
Nun gilt

Satz 2.4. Sei A ein positiv homogener Operator mit
[4z-42"| < A|z-2"|(2,2'€K).

Ist dann A nach oben uo-beschrdnkt und gilt
Auo=Aouo, 80 erhalten wir: AO=R(A).

Wir haben zu zeigen: R(4) < Ao.

Aus A|z-3'| < |4z-4z'| < A|z-2'| fir 3,3'e K und
A0=0 (positive Homogenit4t von A) erhalten wir:



NEURONENNETZE

R(A) = sup sSup{) > O|Ay<4y}.
ye kK
y #0

0.E.d.A. kdnnen wir annehmen: R(4) > O.
Sei y e X, y#0 und es gelte Ay > Ay mit A>O.
Dann existieren m>1 und B>0 mit

m
Ay < Bho.

Aus der Monotonie von A folgt durch Induktion fiir
alle k>0

Aky >A ky.
Hieraus erhalten wir

m m
Ay < A%y < Bho.

Da nun BA-m>0 ist, kann man t.>0 finden mit

o
ho-toyeK und ho—tyq‘:K fir t>to.
Dann folgt aber
0 < Ah, - Atoy (4 monoton)
= Aoho = toAy
< Aohg - Atqy

Ist nun AO=O, so folgt: O<-Atoy<0, d.h. y = 0.
Also ist AO>O.
Dann erhalten wir aber

-1
0 < Ay (hgmargte ).

35
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1

Hieraus folgt: XX; to < to. Also: ) < AO'
Damit folgt aber: R(4) < AO.

Wir wenden uns nun einer kurzen Diskussion der
Eigenschaften von IAx zu.

Hilfssatz 1.3. Ist A vollstetig, K reguldr und streng
normal und gilt R(A)<l, so ist IA stetig.

Beweis. Es konvergiere z, gegen x. Dann gilt

0 <pos Iz < |z

n

Da X reguldr ist, folgt: (pos IAxn): ist beschridnkt.

Sei z H&ufungspunkt von (4 pos IAx )w. Dann sei {x ]
. n'1 Ny

x = 2.
n

Teilfolge von (x_ ) mit lim 4 pos I
" k Ay

Dann folgt:

Es existiert lim I ,x = y*. Fir y* gilt aber
k "%

|

yt

z - A pos y*.
Also

y* = I,z. (R(4) < 11)

Hieraus folgt (4 pos IAxn); konvergiert gegen
A pos IAx (A vollstetig, pos stetig). Also konver-
giert (IAxn) gegen IA:.

Will man auf die Vollstetigkeit von 4 verzichten,
so kann man anders vorgehen.

Hilfssatz 1.4. Sei A stetig, R(4)<1 und es gelte fir
alle z,z2'e K

|az-43'| < A|z-3"].
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Ferner sei K reguldr und streng normal.
Exigtiert dann (E'—A)l und 18t monoton auf K, so

i8t IAx stetig, falls

Sup{1>0] H(E-A)-1

2l < Alzlzek) < o
ist.

Beweis. Man zeigt

|-,

A

|x-z'|+A|IAx-IAx'|.

Hieraus folgt
(E-2)"Yz-z1].

A

]IAx-IAz'[

Nun folgt die Behauptung direkt aus den weiteren
Voraussetzungen.
Bezliglich der Variation des "Parameters" 4 gilt

Hilfssatz 1.5. Seten A,A' stetig, R(A)<1,R(A')<1.
Es gelte

|Az-4z"| < A|z-2"] (z,2'€K).

Sei ferner K reguldr.
Existiert dann (E-A)~
8o gilt

: und ist monoton auf K,

IIAx-IA,:[ < (E—A)_1|A-A’|Sup(A]z],A'lx[)

fir alle xeKX.
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Beweis.
|1,2-1,,z| = |4 pos I,z-A'pos I, x|
< A|IAx-IA,z]+|Apos I,,z-A'pos I4,x|
< A|IAx-IA,z|+|A-A'|(pos I,.2).
pa |B| = |Bz|, gilt
pos I,z <.|z|
A pos IA,z < 4|z
A' pos IA,x >0
Hieraus:

A pos I, ,x-A'pos I,z < Alz| < sup(4|z|,4'|z]).

Analog erhalten wir
A'pos I, ,x=A pos I,z < A'|z| < sup(d]z|,4'[=]).

Insgesamt folgt dann die Behauptung.

Bemerkung. In einschldgigen Fdllen (X streng normal),
erhalten wir also Stetigkeit bei Variation des Para-
meters A. Jedoch ist diese Stetigkeit im Allgemeinen
nicht unabhdngig von =z.
Wir summieren einige weitere Eigenschaften auf, die
zwar fiir die Mustererkennung wichtig sind, deren ein-
fachen Beweis wir aber unterdriicken.

Wir setzen gegnerell voraus: R(4)<l, X regulér,
A stetig.
Sei in (4) = {z€K|IAz > 0}.

Hilfssatz 1.6.
2) z,2'e in (4), z#z' = IAz#IAz' o

2%) Zu jedem y e K existiert ze in (A) mit
IAz=y.
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217) 2u jedem ze K existiert z'e in (A) mit

= '
pos IAz—IAz .

iv) 2 < z' == I,z'4{ I,z

v) z,2'e in (A): T,z < I,a'== 3z < 2'.

A

vi) I,z < |z]|

A
vit) I3 <0 ¢ 2<0

viit) Iet L mit A und pos vertauschbarer Operator

auf E, dann ist L mit IA vertauschbar.
ix) Set B >0, A=B-E
_ p(Bz) = z.
IB E

Bemerkung.
1. Offenbar unterscheidet ein Inhibitionssystem nur

solche Muster, die in (4) liegen. (i), iii)). Ande-
rerseits treten alle Muster als Bild auf (ii)).

2. Die Aussage viii) enthdlt die Tatsache, daB die
Verarbeitung gegen bestimmte "Bewegungen" des Ge-
sichtsfeldes invariant ist.

3. Sind optisches System ("Verschmierung" durch Ope-
rator B) und Inhibitionssystem so aufeinander abge-
stimmt, daB A=B-E ist, so gelingt eine v®llige Wieder-
herstellung des urspriinglichen Musters (physikalische
Vorlage) .

2. Die zeitabhdngige Gleichung

Wir wollen eine kurze Diskussion der Existenz und
Eindeutigkeit von L&sungen bei der zeitabhdngigen
Gleichung durchfiihren.
Dazu gehen wir auf die konkrete Situation zuriick. Vor-
gelegt ist die Gleichung
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'] (=
y(t:u)=a:(t:u)-Ik(t.a,ﬂpos[y(a,u')e T ]du';u)de
G o]

(tec, ue [0,7])
Wir betrachten

Lp[°'T] (©)1=t£:[0,7] — 1,0

f stetig und beschrinkt}
Kéo'T] sei dann wieder der Kegel der nichtnegativen
Funktionen fe LIEO'T] (G).

Dieser Kegel ist minihedral und streng normal. Wir
untersuchen zundchst den Relaxationsoperator

Wou'-y
Dy(t;u) = % Ie T y(t;u')du'.
(o}

Hilfesats 2.1. Sei p>l.
; ; [o,7] .. [0,7]
2) D operiert von LP (G) in Lp (G).
21) D 18t linear und stetig.
iiz) DKP[O’T] c glo7]

iv) D iet monoton auf Kgo'T].

Beweis. Bis auf Aussage i) ist alles trivial. Sei
pe |o,T| fest.

uop'-p 1/p
[”He Ty(s,u) u'lp]
¢ o

[

w-y p_ p-l 7

P50 ()

<

Al



NEURONENNETZE 41

p-1
< /e L@l

Nun folgt aber sofort die Stetigkeit von
Wouloy
%— Je T y(s,ut)du'
(o}

beziiglich p. Damit ist alles bewiesen.
Wir betrachten

I K(t,s,y(s;n);ds
G
und setzen voraus
i) K(t,s,u;u) ist stetig beziiglich u fiir alle
ue[mTLtmeG.'
ii) Es gibt R(t,s;u) und a>0, so daB

1) K(t,s,uin) < R(t,s:u) [u|**?

(t,eeG, uwel0,7], ueR)

2) Sup IIR(t,s;u)a+1dsdt < La+1 < @

o
we [o,r] GG

mit einer geeigneten Konstanten Lo. Fiir
jedes u gilt dann

(G)

IK(frB:y. (8,u) ;u)dac-:Lol+1

G

falls y(s,u)el_ . (G). [3].

a+l

Nun gilt wieder mit der H3lder 'schen Ungleichung
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1
layll < sup [”R(t.s;u)““dedt Rt PI L
pe [0,7] GG

Wir setzen nun voraus
iii) K(t,s,u;u) ist fir alle t,s € G und ueR
beziiglich u stetig
und
iv) fir alle t,se G und ue¢ [O,T],u,u' € R gilt
|K(t,8,u;u) - K(t,s,u';u)<K(t,8,|u=u"];u).

Hilfssatz 2.2. Unter den Voraussetzungen %) bis iv)

opertert A auf ngiT](G) und ist stetig.

Wir beschrénken uns jetzt auf den Fall a=l1.

Satz 2.1. Sei A gegeben durch

Ay (t,u) = JK(t,s,y(s;u) ;u)ds
G

(teG, unelo,r])
und erfille K die Voraussetaungen i) bis iv) mit

a=1.
Gilt dann

2

Sup [Jjﬁ(t,s;u)zdsdt]
ue [o,r] GG

80 besitat die Operatorgleichung
y =x - A pos Dy

in Lgo'T](G) genau eine L&sung.
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Beweis. Es gilt

1/2
lap pos z| < [JJR(t §;U) dsdt] . |pos Dz ||
ue[o:r GG

A

< Il 1os] 1 = lps]
1/2
r/2 L8 s

T
L 1al .

o pos 2|

IA

Ferner gilt
|AD pos z - AD pos z'|

1A

A|D pos z - D pos z']|

IA

A|D pos z - pos z'|

1A

AD|z-z"]|.

Nun folgt mit dem Banach'schen Fixpunktsatz sofort
die Behauptung.

Bemerkung. Will man das Alphabet [0,=[ benutzen, so
bendtigt man die Bedingung

]1/2 I . 1.

Sup | Sup [IIR(t,a;u)zdadt 2T

reo,=[ welo,=[cc

Man kann fiir jedes Intervall [0,T] eine Ldsung Yp
finden. Aus der Eindeutigkeit folgt dann: T < T'
impliziert, Ypr ist Fortsetzung von Ype

Hieraus folgt dann die Existenz und Eindeutigkeit
der L3sung fiir das Intervall [0,=[.

3 Brosowski/Martensen, Bd. 10
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3. Beispiele zur Kontrastverschdrfung

Anhand einiger ausgewihlter Beispiele, soll die
kontrastverschirfende Wirkung von Inhibitionssystemen

nachgewiesen werden.

Beispiel I:
Sei E = R”, K der Kegel der nichtnegativen Vektoren.
Betrachte die (n,n)-Matrix

' 1
?\‘ 1‘ o
.
v ) \
. A AN
. .
o« NN
b A
H = s
. Y “
. . A
. A ¥
oy 1
] .
o Y
1 O
L J

Zu jedem a > O betrachten wir das durch die Gleichung

y = x- (aH) pos y

beschriebene Inhibitionssystem.
Wir nehmen also eine lineare Anordnung der Neuronen
an, wobei sich nur direkte Nachbarn beeinflussen.

Unser Eingangsmuster ist ein O-1 Sprung an der Stelle
i. Also

x, = (1gj<n)
o Jj<z

Wir wollen untersuchen, wann die Sprungh8he nach der
Verarbeitung am grdBSten ist.
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Die in Frage kommenden a's miissen die Bedingung
flaH) < 1
erfiillen. Nun ist
r(d) = 2 cos —— (1],

Gilt dann

-1
1 m
37 < [ 2 cos m] .

a <
so ist die Bedingung

r(ad) <1

erfillt.
Die "Ziel"-Funktion ist

f(z) = z. - 3. (z € X).

Aus der Ungleichung

entnehmen wir
(IaHx)j <0 fir 4 < 7.
Fiir § < © gilt dann
(IaHz)j = 0.

Flir j§ = 7 gilt dann

45
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(IaHx)i = -a pos (IaHx)i+1'

Betrachte (aH)xx. Dann gilt

((at) =),,, =1-a (+1<j<n)
((aH)xx)j =1 - 2a
((af) z) =1 -a

Da a < % ist, erhalten wir
((aﬁ)zz)j >0 (Z+1<4<n).

Hieraus folgt

(Iaﬂx)j >0 (Z+1<j<n) .
Sei nun
P 3
0,
‘\ k\
1 +
A Y \ N
\“‘ “
NN > n -
A Y Y Al
N X \‘
“ LS |
5 N
10
n -1
und
(IaHz)£+1
y = .
(I_,x)
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so gilt
1
y = : -aH’y.
1
Also
1
y= (E+ain} . .
1
Nun gilt
o |
-ay,
IaHx =
¥y
L Yn-i

Hieraus folgt

f(IaHz) = (1 + a)y1 .

Mit iiblichen Methoden (Cramer'sche Regel) errechnet
man
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n-1 n-i1-k .

k-1 n-1-k+1 2 v
yl = kzl a 2k vzo [ 20+1 ] (4a .+l) ]
n-1 5

-1+l 2 v|-1
A3 ["“] (4a+1)] .
2v+1
v=0
Man zeigt
. 1
yl(a) >0- in [0,5[.
Also folgt:

f ist beziliglich a in [O,%[ monoton wachsend.

Es ergibt sich also folgender Effekt. Je grdBer a ist,
desto besser ist die Kontrastverschdrfung (vgl. [7]).

Beispiel II.
Wir diskutieren wieder das Beispiel der Nachbar-

kopplung. Dieses Mal aber fiir einen ebenen mefbaren
Bereich GC R2 .
Sei A gegeben durch

Az = I K(t,s,z)ds
G
wobei fir X(t,s,z) gilt:
Es existieren zu jedem t (meBbare) Mengen Ut' 14
v.c Vt' so daB gilt:

+ mit

az .sth-Ut
K(t,s,z) =

(o] , sonst

wobei a > O, aeR gilt.
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Nun gilt
i) K(t,s,z) ist bei festem (t,s) bezliglich
stetig.

ii) K(t,s,3) < a [z]z_1

’

Da m(G) < » ist operiert A in diesem Fall auf Lz(G)
und ist dort vollstetig, falls G kompakt ist ([2]).
Ferner gilt

iii) K(t,s,c+3) = c-K(t,s,2).
Also ist A positiv homogen.

iv) IK(t,s,z(s))ds - IK(t,s,z’(s))ds =
G

I a(z(s)-z'(s))ds

alz(s)-z"'(s) |ds

A

IK(t,s,lz(s)—z'(S)l)dS-
G

Also: |Az-Az'| < Al|z-z']|.
Wir untersuchen, wann R(4) < 1 ist. Aus

Az (t) < J az(s)ds fir z(s) > O
Vt_Ut
und

Jz(s)da #0
G

erhalten wir
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Az(t) < a I z(s)ds.
G

Hieraus folgt

-1
A < a-m(G) J z(8)ds [J z(t)dt] .
G G

Also: A<a: m@G).
Unsere Bedingung lautet also:

a - m(G) < 1.

In diesem Fall besitzt also die Gleichung
y =x - A pos y

in LZ(G) stets genau eine L&sung.

Wir sondern nun wieder spezielle Muster aus. Dazu
betrachten wir meBSbare Mengen UCV c€G mit

i) U_(;Ut fir alle teU
ii) tth,-Ut, fir alle teVU und t' evV-vU
iii) Vt - Uth (tel).

Wir sagen ze LP(G) erfillt die Bedingung & (U,V),
falls folgendes gilt:

i) Ipos z(s)ds > Jpos z(8)ds
U v-U

ii) z(t) > z(t') fir alle teU und t'e V-U.
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Zu z € R(U,V) assoziieren wir

m(z) = m{tev-ula_z t 2 0} .
m (2) gibt also an, in welchem MaBe die Neuronen
t € V=-U von den anderen Neuronen gehindert werden.
Wir nehmen fir die Eingabe x € K nun an:

z e &W,V), mix) > mU) > 0.

Wir wollen nun zeigen:
Sei z < z,z2¢€ &(U,V), so gilt

i) Azz e &,V

ii) m(z) # 0 == ml(z) > m(U) > O.
Beweis. Es gilt: t'eV-U; tel

sz(t )

A

z(t')- a I pos z(s)ds

A

z(t) - a I pos z(s)ds
V=-U
x(t) - a pos z(s)ds

Vt-Utf'\ v-u

A

]

sz (t).
Wir priifen die zweite Bedingung nach

I pos(sz(t'))dt'=I,sz(t')dt'
V=u v

- I x(t')dt'-f JK(t',slposz(s))dBdt'
v VG

51
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A

A

J z(t')dt'—J fK(t’,s,posz(s)dsdt'
v=u v'u

-a JI pos z(s)dsdt'
v (G-U)n (Vt '-Ut r)

(v'={t'ev-v|a z(t') > O}!)

f x(t)dt—aAw(z)J pos z(s)ds
U

I x(t)dt-aﬁu(z)J pos z(s)ds
V-u

<

J x(t)dt—/w»(z)m(uflf J K(t,s,pos z(s))dsdt
u

U V-Unvt—ut
x(t) -AM(z)m(U)—IJK(t,s,pos z(s))ds)dt
G

Q—

z(8) +mla)m(U) L (A_z(8) -z (¢))de

Qe

(1 -Awuz)m(v)'l)Ix(t)—sz(t)dt + Isz(t)dt.

U U

. Fall: m(z) = O:

Dann gilt

z(s) < O fir fast alle seV-U, d.h.

[ pos z(s)ds = O
v=U

In diesem Fall ist also nichts zu beweisen.
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2. Fall: m(z) >0
Fir teG gilt

Az (t) < A z(t).
Also
MMz) > mlzx) > m(U)

d.h. aber, da z(t) > Azz(t) (t € G), daB auch in
diesem Fall die Bedingung ii) erfiillt ist.

Durch {ibliche Schliisse erhalten wir

I,z € Kw,v).

Sei nun z € &(U,V). Dann gilt:
sz(t')-sz(t)=x(t')-x(t) -

- aIpos z(s)ds-a I pos z(s)ds +

G-UNV,,~U,,

+ a I pos z(s)ds

Vy-lg

A

z(t')—z(t)+a{ [ pos z(s)da-fpos z(s)ds]
V=U U

A

z(t')-x(t).
Also erhalten wir fiir te U, t'e V-U
IAz(t)-IAx(t’) > x(t)-z(t')

womit wieder die kontrastverschirfende Wirkung des
Systems nachgewiesen ist.
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Beispiel III:
Wir betrachten den Operator

Ay (t) = J K(t,s,y(8))ds.
G
Die Bedingungen dafiir, daB 4 auf L_(G) operiert und
stetig ist, entnehme man [2], [3].

Seien UC V ¢G meBbare Mengen. Wir betrachten Muster x
mit 1) x(t) >0 (teV)

2)  =x(t) <O (t¢V)
3) x(t')< z(t) telU, t'e V-U

Sei z ein Muster, das die Bedingungen 2) und 3) er-
fiillt. Wir setzen voraus, daB fiir alle 2, die zu-
sdtzlich die Bedingung 1) erfiillen, gilt:

(* Az (t') > Az(t) (t'e V-U, zel).

Wenn z 2) und 3) erfilllt, erfiillt pos z 1), 2) und
3).
Hieraus entnehmen wir

i) Amz(t)—Amz(t')=x(t)-x(t')+A pos z(t')-A pos z(t)
>x(t)-z(t') (telU, t'eV-U)
ii) 4,2(t) <0 (teV).
Also erfiillt sz(t) die Bedingungen 2) und 3). Nun

schlieBt man sofort. IAx(t) erfiillt die Bedingungen
2) und 3). Ferner gilt

IAx(t) - IAx(t') > x(t)-x(t') (teU, t'e V-U).

Die Voraussetzung (*) bedeutet, daB die Hemmung auf
die Neuronen t'e V-U grbBer ist, als die auf die Neu-
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ronen t €lU. Wir erhalten also auch hier eine Kon-
trastverschidrfung. Ein einfaches Beispiel fiir einen
Kern, der (*) erfiillt, ist:

( cl(s,u) tev-U, seV-U
cz(s,u) teV-U, sel
K(t,s,u) = 4
c3(e,u) telU , seV-U
ey ls,u) telU , sel
wobei 0 < e3ls,u) < e (s,u) flir seV-U
und o < 04(s,u) < cz(s,u) fiir sV

(x > 0) gilt.
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