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Zusammenfassung

In his paper [4] K. Dépp posed the following problem: , Basic problem*:
Does there exists a finite automaton that finds a way out of every finite
plane open labyrinth from any initial position and finally moves arbitra-
rily far away ? 1974 L. Budach [1] proved that such an automaton does
not exist. A complete version of the complicated proof appeared 1978 in
[2]. In this form the proof is not presentable in a standard lecture about
finite automata. We give a simplified version of the proof which can be
presented completely in such a lecture.

Keywords: finite automaton, mouse, finite plane open labyrinth, maze

Technical Report AFS-3/03, Oktober 2003



Inhaltsverzeichnis
1 Problemstellung

2 Abwicklungen

3 A-flexible Labyrinthe
4 Fallenkonstruktion I
5 Quasiplanaritit

6 Fallenkonstruktion II

7 Literaturverzeichnis

16

29

44

56

67

80



1 Problemstellung

Beim Bau von Robotern stellt sich die Frage, ob universelle Abtastroboter
existieren, die sich in jedem endlichen Szenarium zurechtfinden. Genauer sind
dabei Szenarien gemeint, die durch Labyrinthe modelliert werden kénnen, —
also z.B. konstante Klotzchenwelten, Zimmer, Fabrikhallen, Stidte, die Erd-
oberfliche usw. ...

Abtastroboter sind demnach Automaten, die sich in Labyrinthen bewegen kénnen.
Dazu miissen sie in der Lage sein, Labyrinthkonturen zu ertasten und die frei-
en Richtungen zu erkennen, in die sie voranriicken konnen. Was einem solchen
Automaten dagegen fehlt, ist die Fahigkeit, seine Umgebung zu veréndern. Er
kann also z.B. keine Locher in Labyrinthwénde bohren, keinen Ariadnefaden
spannen, keine Ampeln umschalten, nicht mit Kreide malen, keine Brotkriimel
streuen wie Hénsel und Gretel usw. ... . Er ist allein auf sein Gedichtnis ange-
wiesen, in dem er sich endlich viel Information merken kann.

Beispiele fiir Abtastroboter sind die Lunochods,das sind die beiden sowjetischen
Mondfahrzeuge, die sich anfang der 70er Jahre auf der Mondoberfliche festge-
fahren hatten, d.h. die dort von einem bestimmten Zeitpunkt an immer nur
noch den gleichen Weg abgefahren sind.

Aufgrund ihres endlichen Gedéchtnisses und der Féhigkeit Labyrinthkonturen
erkennen, aber nicht die Umgebung veréndern zu konnen ist klar, dafl Abtast-
automaten durch endliche Automaten modelliert werden kénnen.

Der Oberbegriff fiir Automaten, die sich in Labyrinthen bewegen kénnen ist der
Name ,,Miduse“. Diese Bezeichnung geht auf Shannon [9] zuriick, der 1951 als
erster eine echte Maschine konstruiert hat, die dazu in der Lage war.

Ein Beispiel fiir eine Maus ist die sogenannte Trachtenbrotmaus [7], die in ei-
nem Labyrinth Ampeln umschalten kann und daher immer den Speck findet.
Die Trachtenbrotmaus ist aber kein Abtastautomat, da sie ihre Umgebung ja
verdndern kann.

Wichtige Resultate der Labyrinth-Theorie, insbesondere Probleme des Absu-
chens spezieller Graphen durch verschiedene Typen von Automaten, werden in
[5] behandelt.

Die am Anfang gestellte Frage, ob universelle Abtastautomaten existieren, die
sich in jedem endlichen Szenarium zurechtfinden, wurde 1971 von Dépp [4] als
Grundaufgabe bezeichnet und folgendermaflen prazisiert:

,Gibt es einen endlichen Automaten, der aus jedem endlichen planaren offenen
Labyrinth herausfindet und sich dann beliebig weit davon entfernt?*

3 Jahre spiter lieferte Budach [1] die Antwort nein, die von Dépp bereits ver-
mutet worden war.

Budach folgend wollen wir von nun an den Begriff , Maus® nicht mehr als Ober-
begriff fiir Automaten verwenden, die sich in Labyrinthen bewegen kénnen, son-
dern synonym zu Abtastautomat, so daB wir als Uberschrift fiir dieses Kapitel
der Vorlesung die Frage nehmen koénnen: Wie fingt man M&use?

Bevor wir mit der Beantwortung dieser Frage beginnen konnen, ist es aber



erforderlich, das Problem erst noch genauer zu formulieren. Dazu gehort u.a.,
da} wir definieren miissen, was unter einer Maus und einem endlichen planaren
offenen Labyrinth zu verstehen ist.

Dopp vereinbart dazu folgendes:

Wir stellen uns vor, dafl die Ebene durch ein Raster aus quadratischen Feldern
unterteilt ist. Parallel zu den Seiten werden die 4 Grundrichtungen N, S, O, W
unterschieden.

Von den Feldern des Rasters diirfen endlich viele, mit einem Zeichen markiert
werden. Die restlichen bleiben frei. Die markierten Felder bilden das Labyrinth.

Eine Maus ist dann ein endlicher Automat, der sich auf den freien Feldern be-
wegt. In Abhiingigkeit vom momentanen Zustand und den momentanen freien
Richtungen in denen er weiterriicken kann, entscheidet er sich fiir eine dieser
Richtungen, bewegt sich zum entsprechenden Nachbarfeld und dndert den Zu-
stand.

Damit kénnen wir eine Maus formal wie folgt definieren:

Eine Maus ist ein initialer endlicher Automat
A= (I(A4),0(4),5(A),6(A4),A(A),an(A)).

Dabei stehen I(A) und 0(A) fiir Ein- und Ausgabealphabet, S(A) fir die Zu-
standsmenge, §4 fiir die Zustandsiiberfithrungsfunktion, A4 fiir die Ausgabe-
funktion und an(A) schlielich fiir den ausgezeichneten Anfangszustand.

Eingabe fiir die Maus auf einem bestimmten Feld des Rasters ist die Menge
der freien Richtungen, in die sie sich bewegen kann, so dafl I(A) gerade die
Potenzmenge P(D) der Menge der Grundrichungen D = {n, s,0,w} ist.

Nun kénnen wir aber gleich den uninteressanten Fall ausschlieen, daf} sich A auf
einem Feld befindet, dessen 4 Nachbarfelder alle markiert sind. Deshalb nehmen
wir die leere Menge aus P(D) heraus, bezeichnen die so erhaltene Menge mit
P'(D) und setzen I(A) = P'(D).

Das Ausgabealphabet 0(A) ist dann die Menge D aus den Grundrichtungen,
denn die Maus wihlt ja aus der Menge der moglichen freien Richtungen eine aus



und bewegt sich dahin fort. Dementsprechend sind die Zustandsiiberfiihrungs-
und die Ausgabefunktion Abbildungen.

54 :S(A) x P'(D) — S(A)
A :S(A)x P'(D) = D

Dabei miissen wir an A4 aber noch eine zusétzliche Bedingung stellen, um si-
cherzustellen, dafl sich die Maus stets nur auf freien Feldern bewegt und keine
Richtung einschlégt in der das zugehorige Nachbarfeld markiert ist. Und zwar
muf} gelten:

Vs € S(A),X € P(D) : Aa(s,X) e X

Zu Beginn befindet sich eine Maus stets in ihrem ausgezeichneten Anfangszu-
stand. Manchmal wollen wir jedoch, daf} sie in einem anderen Zustand startet.
Wir legen daher fiir s € S(A) fest, dafl die Maus Ag die Maus A jedoch mit
Anfangszustand s sein soll, d.h.

As = (1(4),0(A4),5(A), 04, Xa, 5)

Die D6ppsche Grundaufgabe dann ist die Frage, ob es eine Maus gibt, die aus je-
dem endlichen, planaren, offenen Labyrinth herausfindet und sich dann beliebig
weit davon entfernt. Natiirlich mufl das Labyrinth offen sein, denn wenn wir die
Maus in einem geschlossenen Teil des Labyrinths starten, kann sie trivialerweise
nicht hinaus und die ganze Frage ist uninteressant.

Do6pp unterscheidet daher zuldssige und nicht zuléssige Startpositionen. Und
zwar heifit ein Feld des Rasters zuldssig, wenn es als Anfang eines Weges aus
unendlich vielen verschiedenen Feldern aufgefa3t werden kann.

Damit kann die Grundaufgabe wie folgt priziser formuliert werden: Gibt es eine
Maus, die jedes endliche Labyrinth bewiltigt, d.h. die angesetzt im Anfangs-
zustand in einem beliebigen zuldssigen Feld, einen Weg aus unendlich vielen
Feldern abschreitet?

Denn, wenn sie im Laufe der Zeit beliebig viele verschiedene Felder besucht, so
ist das aufgrund der Endlichkeit des Labyrinths gleichbedeutend damit, daf sie
einen Ausgang findet und sich dann beliebig weit vom Labyrinth entfernt.

Daf} das Labyrinth planar sein soll, muf} nicht ausdriicklich gesagt werden, da
die Doppsche Labyrinthdefinition ohnehin nur planare Labyrinthe zul&f3t.

Damit wissen wir, was ein Labyrinth ist, was eine Maus ist und was es heif3t, dafl
eine Maus ein Labyrinth bewiltigt. Dopp ist es in seiner Arbeit nicht gelungen,
seine Vermutung zu beweisen, dafl die Grundaufgabe unlosbar ist, d.h. daf} keine
Maus existiert die jedes endliche Labyrinth bewiltigt.

Diese Vermutung liegt deshalb nahe, weil eine Maus aufgrund der Endlichkeit
ihres Gedéchtnisses nicht beliebig weit zdhlen kann, also immer nur ein modulo-
Zahler ist. Wenn sie also in einem Labyrinth in einen sehr langen geraden Gang



hineinlduft, wird sie irgendwann nicht mehr wissen, wieviele Felder sie zuriick-
gelegt hat. Das Gleiche gilt fiir Spiralen mit entsprechend vielen Windungen.
Auch hier wird die Maus irgendwann den Uberblick dariiber verlieren, wie oft
sie sich beim Abschreiten eines solchen Weges bereits um sich selbst gedreht
hat, d.h. an welcher Stelle in der Spirale sie sich genau befindet.

Tatsédchlich werden wir diese Eigenschaften spiter mafigeblich verwenden um
zu jeder Maus ein hinreichend kompliziertes Labyrinth zu konstruieren, in dem
sie nach endlich vielen Schritten von einem bestimmten Startpunkt aus in eine
Endlosschleife gerdt und dann dasselbe Wegstiick fiir immer wiederholt.

Entscheidend fiir den Beweis war allerdings Budachs Idee von einer allgemeine-
ren Labyrinthdefinition auszugehen als D6pp, die auch nicht planare Labyrinthe
zuldfit und zu jeder Maus zunéchst ein nicht planares Labyrinth zu konstruie-
ren, das sie nicht bewéltigt, was sehr viel einfacher ist. Dieses Labyrinth kann
dann so geschickt in die Ebene eingebettet werden, dafl die Maus davon sozu-
sagen kaum etwas merkt und daher das planarisierte Labyrinth ebenfalls nicht
bewiltigt.

Budach definiert, Labyrinthe als Graphen mit markierten Kanten, deren Kno-
ten nicht die im D&ppschen Sinn markierten Felder sind, sondern im Gegenteil
gerade die freien. Von dieser Definition werden wir hier ausgehen. Dazu fiihren
wir zunéchst folgendes ein:

Sei D = {n, s,o,w} die Menge der Richtungen.
Fiir r € D sei 7 die entgegengesetzte Richtung, d.h.

=S

13

o=w
und 7 =rfiiraller € D

(d.h., dal s =n und w = 0 ist).

Damit kénnen wir festlegen:

Definition 1.1 Ein Labyrinth ist ein Paar £ = (V, E), wobei V die Menge
der Punkte und £ CV x D x V die Menge der Kanten ist.

Dabei gilt

i) (Pr,Q)eE=(Q,7,P)eE
(Q, 7, P) nennen wir die zu (P,r, Q) inverse Kante und r heifit Markie-

rung von (P,r, Q).

(ii) VP €V : #(val(P)) > 1
dabei ist val(P) = {r € D/3Q € V : (P,r,Q) € E} die Wertigkeit von
P

(iii) VP e V,re D: (P,r,Q),(P,rQ") e E=Q =Q'



In (ii) schliefen wir den unsinnigen Fall aus, dafl von einem Punkt iiberhaupt
kein Fortkommen mdéglich ist, d.h. dal von dort gar keine Kanten ausgehen und
in (iii) verbieten wir, dafl von einem Punkt zwei verschiedene Kanten in dieselbe
Richtung fithren.

Statt (P,r, Q) werden wir auch P—-(Q schreiben.

Spéiter werden wir an einigen Stellen den Begriff ,, Unterlabyrinth“ gebrauchen.
Ein Labyrinth £' = (V' E") ist Unterlabyrinth von £ :< V' C V und E' C E.

Zuerst wollen wir nun die Doppsche Labyrinth-Definition auf die Budachsche
umschreiben, um dann die Grundaufgabe in den neuen Definitionen zu formu-
lieren.

Betrachten wir dazu zuerst ein Beispiel fiir ein Labyrinth im Doppschen Sinn
und dem zugehorigen Budachschen Labyrinth.

Dabei mufl man sich bei den Kanten im &ufleren Bereich des Budachschen La-
byrinths, die Kantenmarkierungen w bzw. n hinzudenken.

Doppsches Labyrinth

zugehoriges Budachsche Labyrinth
L= (V,E)



Man sieht:

Die Punktemenge V erhilt genau die zuldssigen Punkte des Déppschen Laby-
rinths. Die freien Punkte in der Mitte, von denen aus nur endlich viele Punkte
erreichbar sind entfallen.

V' ist unendlich, da im D6ppschen Labyrinth nur endlich viele Punkte markiert
sein diirfen.

Die Kantenmenge E erhilt man dann, indem man Rasterlinien die 2 benach-
barte zuldssige Punkte im oberen Labyrinth miteinander verbinden als Kanten
im unteren Labyrinth auffaf3t.

Dabei ist von den beiden Kanten die 2 benachbarte Punkte miteinander verbin-
den der Einfachheithalber nur eine gezeichnet und die zugehorige inverse Kante,
die nach Definition ebenfalls existieren muf}, weggelassen werden. Eine solche
Kantenauswahl bezeichnen wir als Orientierung.

Definition 1.2 Eine Orientierung eines Labyrinths £ = (V, E) ist eine Menge
E+ g F mit E+r\|E+ = (Qund E+UE+ = F. Dabeiist E+ = {(Q,f, P)/(P, r, Q) €
E.}.

Das bedeutet, dafl wir von je zwei zueinander inversen Kanten genau eine in die
Orientierung E, aufnehmen.

In Bildern gehen wir immer von einer festen Orientierung von £ aus. Die feh-
lenden inversen Kanten mufl man sich hinzudenken.

Wir wollen nun den soeben am Beispiel besprochenen Ubergang von einem La-
byrinth im D6ppschen Sinn zum zugehérigen Budachschen Labyrinth allgemein
formulieren.

Um die Zul&ssigkeit von Punkten zu definieren, brauchen wir den Begriff des
Weges in einem Labyrinth. Wir legen fest:

Definition 1.3 Ein Weg in einem Labyrinth £ = (V, E) ist eine Folge w =
(PO,Tl,Pl)(Pl,TQ,PQ) . (Pk,l,rk,Pk) mit (Pifl,Ti,Pi) € E(]. <1< k)



Andere Schreibweisen:

e w: P3P 3. ... 5P
oder kurz

T1,T2...Tk

e w:Fp — " F

supp(w) = {Py, P1,..., P} heifit Tridger von w und rry...r, € D* heifit
Markierung um w.

Entsprechend sind unendliche Wege definiert:

Ein unendlicher Weg in £ = (V, E) ist eine unendliche Folge
w = (Po,T'l,Pl)(Pl,T'Q,Pz) ... mit (Pifl,T'i,Pi) ek (Z Z ].)

Alternative Schreibweisen:

.wipogplg...

T1,72...

e w:F = o

supp(w) = {Py, Py, ...} heifit wieder Tréger von w und rirs...7r, € D~ ist die
Markierung von w, wobei wir mit D™~ die Menge der unendlichen Worte tiber
dem Alphabet D der Richtungen bezeichnen.

Bei einem unendlichen Weg kann der Tréger endlich oder unendlich sein, die
Markierung ist in diesem Fall aber immer ein unendliches Wort iiber dem Al-
phabet D der Richtungen.

Wir fithren nun drei spezielle Wegtypen ein, ndmlich den Rundweg, den Kreis
und den Gang. Sowohl Rundweg wie Kreis beginnen und enden im gleichen
Punkt. Im Unterschied zum Rundweg mufl der Kreis aber zusitzlich weitge-
hend doppelpunktfrei sein, dal heifit aufler dem Anfangspunkt der zum Schluf}
wieder erreicht wird, darf kein Punkt mehr als einmal angelaufen werden: w =
(Po,’l"l,Pl) B (Pk_l,rk, Pk) heifit
Rundweg : & Py = P
Kreis & ()P = Py

(P AP (0<i<j<k-1)

(Zl)k =2=r ;é 1

Im Labyrinth £




bei dem wieder von einer festen Orientierung ausgegangen wird, ist also der Weg
von P nach P mit Markierung nosw ein Kreis, aber die Wege mit Markierung
(nows)? oder noswwson sind nur Rundwege.

Ein Rundweg muf} keinesfalls ein Kreis als Teilweg enthalten. Z.B. ist auch der
bei P beginnende Weg mit Markierung wsno ein Rundweg, da er bei P beginnt
und endet.

Ein Gang ist schlielich ein Weg in einem Labyrinth, der wie der Kreis bis auf
Anfang und Ende doppelpunktfrei ist, dabei kénnen Anfang- und Endpunkt
iibereinstimmen, sie miissen es aber nicht. Das besondere am Gang ist, daf}
er unterwegs nur iiber Punkte fithrt, von denen genau zwei Kanten ausgehen.
Anfang- und Endpunkt diirfen dagegen auch eine andere Verzweigungsstruktur
aufweisen.

Im Beispiel ist demnach der Kreis w : P"23"P ein Gang. Ein Kreis muf8 aber

keineswegs gleichzeitig Gang sein, da im Beispiel von Punkt ) weitere Kanten
ausgehen konnten, was auf die Kreiseigenschaft von w keinen Einfluf hétte, aber
die Gangeigenschaft zerstoren wiirde.

Halten wir fest: w heiffit Gang: &

(i) wist Kreisoder P; # P; (0<i<j<k)
(i) #(val(P) =2 G<i<k-1)

Zuriick zu unserer Aufgabe zu einer endlichen Menge M von Paaren ganzer
Zahlen, die ein Doppsches Labyrinth definiert, das zugehorige Labyrinth nach
Budach anzugeben.

Zunéchst einmal kénnen wir die komplette Ebene der ganzen Zahlen als Laby-
rinth auffassen, indem wir ein Raster dariiberlegen und Gitterlinien, die zwei
benachbarte Punkte miteinander verbinden als Labyrinthkanten ansehen. Dieses
Labyrinth bezeichen wir mit Ly:

Sei Ly = (Vy, Ep) das Labyrinth mit Vy = Z* und

o, falls@ =P+ (1,0)
) , _Jw, falls Q=P +(-1,0)
By ={(Pr,Q)/PQEZ mdr=9 " pho0=pPi1)
n, falls@ =P+ (0,-1) }-

Damit kénnen wir den Begriff der Zuléssigkeit eines Punktes im Sinne von Dépp
so definieren, dafl er Anfangspunkt eines Weges in L mit unendlichem Triger
ist, auf dem kein Punkt aus M vorkommt, d.h.:

P € Z? heift zuliissig (im Sinn von D6pp) : < es gibt einen Weg w : P = Py 55
Py B3 ... in Ly mit #(supp(w)) = oo und supp(w) N M =0

Ly = ({P € Vy/P zuldssig }, {(P,r,Q) € Ey/P,Q zulidssig}) ist dann das Bu-
dachsche Labyrinth, das zu dem durch M definierten Doppschen Labyrinth kor-
respondiert.



Jedes Labyrinth, das auf diese Weise aus einer endlichen Teilmenge von Z?2
entsteht, soll von nun an Netzlabyrinth heiflen.

Um die Grundaufgabe neu formulieren zu kénnen, brauchen wir jetzt nur noch
den Begriff zu tibertragen, dafl eine Maus ein Labyrinth bewéltigt, d.h., daf§
ihr Weg von jedem zuldssigen Punkt aus an oo vielen verschiedenen Punkten
vorbeifithrt. Dazu miissen wir sagen, wie sich der Weg einer Maus A bestimmt,
wenn wir sie in Zustand s in Punkt P in einem Layrinth £ = (V| E) starten.

Fiir (P,r,Q) € E sei Pr = Q.
Dann ist PA4(s,val(P)) der nichste Punkt den A im Zustand s von P aus
ansteuert und 0 A(s,val(P)) ist der Folgezustand.

Ist dann die Abbildung next: S(4) x V' — S(A) x V definiert durch

next(P,s) = (04(s,val(P)), PAa(s,val(P))),

so sind wir in der Lage, das Verhalten von A im Labyrinth £ von (s, P) aus zu

definieren, und zwar als Folge {next(s, P)};>o = (s, P), next(s, P), next?(s, P),....

Aus dem Verhalten von A ergibt sich dann der von A in £ von (s, P) aus
zuriickgelegte Weg.

w:POSP13P2—)...,

wenn wir setzen

(st, Pp) = next! (s, P) und
rip1 = Aa(sg,val(Py)) fir ¢t > 0.

Gilt dann #(supp(w)) = oo, so sagen wir: A bewiiltigt £ von (s, P) aus und
konnen definieren
A bewiltigt £ : & VP € V: A bewiltigt £ von (an(A), P) aus.

Damit sind wir endlich soweit, die Doppsche Grundaufgabe auf der Basis der
Budachschen Labyrinthdefinition neu formulieren zu kénnen. Sie lautet ganz
einfach: Gibt es eine Maus, die jedes Netzlabyrinth bewé&ltigt?

Bevor wir nun darangehen zu zeigen, daf§ die Déppsche Grundaufgabe unlésbar
ist, d.h., da} keine solche universelle Maus existiert, wollen wir an dieser Stelle
noch zwei wichtige Begriffe definieren und zwar den Begriff des reduzierten
Weges und deb Prélabyrinthbegriff.

Wenn wir den Weg einer Maus in einem Labyrinth verfolgen, interessieren wir
uns hdufig nicht fiir Strecken, die darin bestehen einen Weg, ein Stiick weit
entlang zu laufen, kehrt zu machen und alles wieder zuriickzulaufen.

Wenn also A im Labyrinth £
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den Weg um O nach O mit Markierung wsnoonsnws zuriicklegt, ist fiir uns die
Hauptsache, daf sie einmal durch den rechten Kreis lauft. Dafl sie dabei vorher
noch den rechten Kreis antestet und zwischendurch gar einen Schritt vor und
gleich wieder zuriick macht ist nebenséichlich. Da man dieses Hin-und-gleich-
wieder-zuriick-Laufen eines Weges so interpretieren kann, als ob die Maus ihn
ausprobieren oder testen wiirde, sollen solche Wege von nun an Testliufe zu
heiflen. Im Beispiel wiren also die Wege von O nach O mit Markierung wsno
und von P nach P mit Markierung ns Testlaufe. Wege, in denen keine Testlaufe
vorkommen, werden wir reduziert nennen.

So ist der Weg w’ : O “™° O der aus w : 0 “*"*2°"% ) entsteht, indem wir die
Testliufe O “2° O und P =5 P herausnehmen, testlauffrei und damit reduziert.

Um den Begriff des reduzierten Weges formal festzulegenen, miissen wir zuerst
sagen, was der zu einem Weg gehorige inverse Weg ist. Hier ist es am einfachsten
iiber die Markierungen zu gehen:

Fiir z = 2'r (2/ € D*,r € D), ist Z = 7Z' die zugehorige inverse Markierung
und O =0O.

Fiir z =y ...7r erhilt man dann zZ = 7, ... 7 und es folgt, daB z wieder z ist.

Sei w: P 5 @ Weg. Dann ist

a) @:Q 3 P der zugehorige inverse Weg
b) w Testlauf :& 32’ € DT : 2 = 2'7

¢) wreduziert :& Vzy, 20,2’ € D* 1 2 = 12720 = 2/ = 0O.
) )

Markierungen reduzierter Weg nennen wir ebenfalls reduziert und setzen R =
{z € D*/z reduziert}.

R ist gegen Inversenbildung abgeschlossen, d.h. es gilt: z € R = z’ € R.

Wenn wir an dieser Stelle einmal an die speziellen Wege Rundweg, Kreis und
Gang zuriickdenken, stellen wir fest, dafl Kreise und Génge prinzipiell reduziert
sind, andernfalls wire die Doppelpunktfreiheit verletzt, dafl aber Rundwege auch
Testldufe enthalten kénnen.

Wie man leicht sieht, gibt es zu jedem Weg w : P = (@ einen eindeutig bestimm-

ten reduzierten Weg w' : P 5 @, den man erhilt, indem man aus w solange
Testldufe herausnimmt bis keine mehr vorkommen. Die Markierung z' dieses
Weges wollen wir mit red(z) bezeichnen.
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Wenn wir dann auf der Menge R aller reduzierten Markierungen die Operation
o einfiihren mit

21029 = red(z122) (21,22 € R), so bildet R bzgl. o eine Gruppe, denn o ist
assoziativ, O ist das neutrale Element und Z ist das zu z € R gehorige inverse
Element.

Wie iiblich werden wir daher auch z~! anstelle von z schreiben.

Wenn wir Labyrinthe beschreiben, ist es oft ldstig alle Punkte und Kanten an-
geben zu miissen. Das ist aber auch nicht notwendig, da jeder Gang in einem
Labyrinth nur iiber seinen Anfangs- und Endpunkt mit dem restlichen Laby-
rinth verbunden und bis auf Benennung der inneren Punkte eindeutig bestimmt
ist, wenn man aufler Anfangs- und Endpunkt nur seine Markierung kennt.

Wir kénnen ein Labyrinth daher einfacher beschreiben, indem wir statt Kanten
Génge angeben, in die es sich zerlegen 148t und statt aller Punkte nur deren
Anfangs- und Endpunkte.

Das fithrt uns zum Prilabyrinth-Begriff. So wird das Labyrinth £’ im Beispiel
durch folgendes Prilabyrinth £ definiert. Man mufl £ nur um fehlende Zwi-
schenpunkte ergénzen.

Beispiel:
Labyrinth £'

w
s n
w Q
0
S n
w P
0
s n
0
Prilabyrinth £
ws
wson onws
on

Allgemein definieren wir:
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Definition 1.4 Ein Prilabyrinth ist ein Paar £ = (V, E), wobei V' die Menge
der Punkte und
E CV x (R\{O}) x V die Menge der Kanten ist.

Dabei gilt:
0) (Pz,Q) e E=(Q,z,P)c E
(inverse Kante, andere Schreibweise Q = P)
(In Bildern gehen wir aber wieder von einer festen Orientierung aus.)
(ii) #(val(P)) > 1fiiralle PV

(iii) (P,2,Q),(P2,Q") € Eund f(2) = f(2') = z=2" und Q = Q'
Dabei sind

f:Dt =D
l:DT - D

definiert durch

f(z)=r & z=zr firein Z € D*

l(z) =r & z=rZ fiir ein Z € D*

Bedingung (iii) verhindert, dafl beim Einfiigen von Zwischenpunkten von Punkt
P zwei verschiedene Kanten in Richtung f(z) ausgehen, was in Labyrinthen
verboten ist.

Am Beispiel sieht man, daf} in Prilabyrinthkanten Anfangs- und Endpunkt iiber-
einstimmen konnen. In solchen Fillen darf aber die erste Richtung in der zu-
gehorigen Markierung niemals invers zur letzten sein, da andernfalls Bedingung
(iii) verletzt wire. Aus (iii) folgt also:

(P,z,Q) € Eund P =Q = f(z) #1(2).

Die Kante (P, z, P) wiirde némlich andernfalls zusammen mit der zugehorigen
inversen Kante (P, z, P) die nach (i) ebenfalls zu E gehéren muf}, die Bedingung
(iii) verletzen.

Ergidnzen wir dazu im vorangehenden Beispiel einmal den rechten Kreis um die
Richtung w und betrachten

onwsw =z d.h.f(z) =1(2)
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Dann entsteht durch Einfiigen von Zwischenpunkten folgendes Gebilde

und man sieht, dafl dann von @ aus Kanten in Richtung o sowohl auch P; als
auch nach P fithren wiirden, denn mit der Kante Py = Q gehort ja auch die
inverse Kante Q = Py zum Labyrinth.

Jedes Prilabyrinth £ = (V, E) definiert dann wie folgt ein Labyrinth £* =
(V*, E*):

nehme fiir jede Kante e = (P,2,Q) € Emit z =7y ...7y und r; € D(1 <i <k)
die Punkte P = P§, Pf,... Pt Pt =Qin V*

und
die Kanten (Ps,r1, Pf), (Pf,r2,P5),...,(Pi_1,7k, Pf) in E* auf.

In Zeichnungen werden wir von nun an oft Prilabyrinthe anstelle von Laby-
rinthen angeben. Wenn wir ein Prilabyrinth £ zeichnen meinen wir aber stets
das dadurch definierte Labyrinth £*, es sei denn es wiirde ausdriicklich etwas
anderes gesagt.

Damit kénnen wir zum Schluf3 dieses Grundlagenkapitels noch 2 besondere La-
byrinthe einfiihren, ndmlich das Kreis- und das Doppelkreislabyrinth:

Sei v € R mit f(v) # I(v). Dann heifit das Labyrinth

Kreislabyrinth und wird mit C, bezeichnet.

Seien wy,ws € R mit

o flwr)=o
o [(w)=s
o flwy) =w

14



o [(wy) =n

Dann heifit das Labyrinth

W1

Wo

Doppelkreislabyrinth

(In beiden Fillen zeichnen wir Prilabyrinthe, meinen aber die dadurch definier-
ten Labyrinthe!)

Im Fall des Doppelkreislabyrinths haben wir die erste und letzte Richtung in
den beiden Kreisen in bestimmter Weise festgelegt, weil es ohnehin nur in dieser
Weise in Erscheinung treten wird.
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2 Abwicklungen

Die Budachsche Labyrinthdefinition ist allgemeiner als die von D&pp, d.h. daf
es Labyrinthe gibt, die keine Netzlabyrinthe sind. Ein Beispiel fiir ein solches
Labyrinth sieht folgendermaflen aus:

L

L erfiillt die 3 Bedingungen, daf3

1. von jedem Punkt hochstens eine Kante in jede Richtung fiihrt,

2. zu jeder Kante auch die zugehorige inverse Kante existiert (die nur nicht
eingezeichnet ist)

3. und schliellich, daf3 von

jedem Punkt mindestens eine Kante ausgeht,

ist also £ ist in unserem Sinn ein Labyrinth. Wenn man versucht alle Kan-
ten gleichlang und ihrer Richtung entsprechend zu zeichnen, stellt man fest,
dal dabei unterschiedliche Punkte aufeinanderfallen, d.h. dafl £ kein planares
Labyrinth ist, sondern eins mit unendlich vielen Stockwerken sozusagen:

L

O
Und das macht nun gerade den Unterschied zur Déppschen Definition aus.

Nach Dopp ist ein Labyrinth immer planar, wiahrend unsere Definition auch
nichtplanare Labyrinthe zulaf3t.
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Ein Labyrinth ist planar, wenn man alle Kanten gleichlang und ihrer Richtung
entsprechend zeichnen kann ohne daf3 dabei unterschiedliche Punkte aufeinan-
derfallen. Dementsprechend legen wir fest

Definition 2.1 Ein Labyrinth £ ist planar :& £ ist isomorph (d.h. gleich bis
auf die Benennung der Punkte) zu einem Unterlabyrinth von Lg.

Dabei ist £y das Netzlabyrinth, das zum D6ppschen Labyrinth korrespondiert,
in dem tiberhaupt kein Punkt markiert ist.

n n n n n n
W W w W w W w

n n n n n n
W W 0 W 0 W 0

n n n n n n

Ein Prilabyrinth £ ist planar :& £* ist planar.
(Dabei ist £* das durch £ definierte Labyrinth.)

Wie zu Beginn schon erwihnt, 1auft der Budachsche Beweis nun so, daf zuerst zu
jeder Maus ein nichtplanares Labyrinth konstruiert wird, das sie nicht bewéltigt,
und dieses Labyrinth dann anschlielend so in ein planares Labyrinth verwandelt
wird, daf3 die Maus das sozusagen nicht merkt.

Beweisidee:

I. Konstruieren zu jeder Maus A ein nichtplanares Labyrinth £, das sie nicht
bewailtigt.

II. Betten £ in die Ebene ein, ohne daf3 sich das Verhalten von A dadurch
wesentlich veréndert.

Der 2. Punkt klingt noch ziemlich wage wegen der unklaren Begriffe, wir werden
sie aber Stiick fiir Stiick noch prizisieren.

Vorher wollen wir uns aber erst einmal mit dem 1. Punkt befassen. Dabei werden
wir uns zunutze machen, daf eine Maus bestimmte Labyrinthe nicht voneinander
unterscheiden kann.

So ist sie beispielsweise nicht in der Lage die Steigung von Kanten anzumessen,
so daf} es aus ihrer Sicht auf das Gleiche herauslauft, ob wir sie vom Punkt 0
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aus in das Labyrinth £ aus dem vorangehenden Beispiel oder von Punkt 0" aus
in dieses planare Labyrinth £’ schicken:

L:I
W
{ 1
o)

o

Wir sagen dann: A kann £ und £’ nicht unterscheiden.

Das heifit nicht, dafl ihr Verhalten — so wie wir es vor kurzem definiert haben —
in £ und £’ iibereinstimmt, denn zum Verhalten der Maus gehért ja abgesehen
von der Zustandsfolge auch die Folge der angelaufenen Punkte und das sind in
L natiirlich andere als in £'.

DaBl A £ und £’ nicht unterscheiden kann, soll vielmehr bedeuten, dal £ und £’
aus ihrer Sicht iibereinstimmen, wenn wir sie in 0 und 0’ im Anfangszustand
starten. Genauer ist sie dann im n-ten Schritt in £ im selben Zustand wie in
L' und sieht in dieselben Richtungen Kanten ausgehen, so daf} sie, da sie ja
deterministisch ist, auch in diesselbe Richtung weiterlduft.

Wenn wir also unter der Sicht der Maus die Tripelfolge aus momentanem Zu-
stand, Menge der abgehenden Richtungen, ausgewé&hlte Richtung verstehen, so
kénnen wir den Begriff ,, A kann £ und £’ nicht unterscheiden“ dadurch definie-
ren, daf ihre Sicht von £ und £’ {ibereinstimmt, vorausgesetzt, daf} wir sie in
den Punkten 0 und 0’ starten. Damit dabei nicht jedesmal dazu gesagt werden
muf}; welches die Startpunkte sind, schreiben wir sie bei Bedarf von nun an
hinter den Labyrinthnamen.

Genauer legen wir fest:

Definition 2.2 Ein punktiertes Labyrinth ist ein Paar (£,0) mit £ Laby-
rinth und 0 Punkt von £. 0 wird Anfangs- (Start-, Ausgangs-, initialer) Punkt
von L genannt.

Die Folge {next!(an(A ) b >
die Folge {(s¢,val(P;), Ao (st,va
Dabei ist (s¢, P;) = nextt(an(A

0 ist dann das Verhalten von A in (£,0) und
I(P:))}+>0 die A-Sicht von (£,0).
),0) fiir alle ¢t > 0.

Seien nun (£,0) und (£',0") zwei punktierte Labyrinthe. Dann sagen wir:

A kann (£,0) und (£',0") nicht unterscheiden :& die A-Sichten von (£, 0)
und (£',0") stimmen iiberein.

Betrachten wir weitere Beispiele fiir Labyrinthe, die eine Maus nicht unterschei-
den kann:

Wenn wir uns die Labyrinthe £ und £’ aus dem Beispiel nochmal ansehen, stellen
wir fest, dafl £ aus £’ entsteht, indem wir ausgehend von 0’ alle reduzierten Wege
sozusagen abwickeln.

Nun miissen wir das Labyrinth £’ aber keineswegs total abwickeln wie in £
geschehen. Wir kénnen beispielsweise nach 2 Kreisdurchldufen Schlufl machen
und erhalten dann folgendes Labyrinth £” mit Anfangspunkt 0", das A weder
von (£,0) noch von (£’,0") unterscheiden kann:
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(£II, OII)

onws

onws

(Zur Erinnerung: wir zeichnen Prélabyrinthe, meinen damit aber immer die
dadurch definierten Labyrinthe.)

In gleicher Weise konnen nun beliebige Kreislabyrinthe C, mit v € R und f(v) #
[(v) abgewickelt werden.

Man erhélt dann neben den Labyrinthen

auch das Labyrinth, in dem alle von 0 ausgehenden reduzierten Wege in C,
abgewickelt sind und das daher als totale Abwicklung von C, bezeichnet wird:

Fiir festes v ist dann die Sicht der Maus in allen diesen Labyrinthen gleich, wenn
sie in 0,0" bzw. 0" gestartet wird.

Nun ist es sicher nicht sehr interessant einkreisige Labyrinthe abzuwickeln. Inter-
essanter — insbesondere fiir unsere Zwecke — wird es, wenn man zu Doppelkreis-
Labyrinthen iibergeht.

Betrachten wir also ein Doppelkreis-Labyrinth £

W

mit Anfangspunkt 0 und zwei Kreisen mit Markierung w; und ws, wobei die
erste und letzte Richtung in w; und w2 gemiB der Definition von Doppelkreis-
Labyrinthen festliegen, d.h. f(wy) = o,l(w1) = s, f(w=2) = w und I(ws) = n.
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Wir haben nun viel mehr Moglichkeiten Abwicklungen zu konstruieren, als bei
einkreisigen Labyrinthen.

Zunéchst einmal kénnen wir natiirlich wieder alle reduzierten Wege von 0 aus
abwickeln und erhalten dann die totale Abwicklung £’ von L.

L:I

Weitere Abwicklungen entstehen, indem man bestimmte Rundwege unabge-
wickelt 148t. Betrachten wir einige Beispiele dazu:

L:II

’LU2
L" entsteht, wenn O — O in £ unabgewickelt bleibt.
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U]%U]2 W1 Wso
—

L"" entsteht, wenn O O in £ unabgewickelt bleibt.

Eine beliebige Maus kann dann die Labyrinthe (£,0), (£',0"), (£"”,0") und (£, 0"")
nicht unterscheiden.

Wir wollen nun den Abwicklungsbegriff allgemein definieren und gehen dazu
von einem beliebigen Labyrinth £ = (V, E) mit Startpunkt 0 aus.

Klar, die totale Abwicklung in der alle reduzierten von 0 ausgehenden Wege in £
abgewickelt sind, hat soviele Punkte, wie es in £ reduzierte Wege mit Startpunkt
0 gibt, also konnen wir deren Markierungen direkt mit den Punkten der totalen
Abwicklung identifizieren. Wir legen also fest:

L' = (V' E') heifit totale Abwicklung von (£, 0)
V' ={2€R/AQ €V :0> Q ist Weg in £} und

E'= {(z,r,zr)/r € D und z,zr € V'}
U {(zr,7,2)/r € Dund z,2r e V'}

Um nun die iibrigen Abwicklungen zu definieren, in denen ein Rundweg vom
Abwickeln ausgenommen wird, ist es am einfachsten, iiber die totale Abwicklung
zu gehen und darin den abgewickelten Rundweg sozusagen wieder aufzuwickeln.
Das bedeutet, dafl wir bestimmte Punkte in der totalen Abwicklung miteinander
identifizieren. Betrachten wir dazu die letzten Beispiele und fragen uns, wie

wie die Abwicklung £"” des Doppelkreislabyrinths £, in der der Weg 0 %20
unabgewickelt bleibt, aus der totalen Abwicklung £’ gewinnen kénnen. Wir
miissen dann die folgenden Punkte in £’ identifizieren.

fiir alle k>1

1.0, mit w? o
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2. wy, mit w3 0wy, w3k 0wy

3. ’U_}l, mit w%k ] u‘;l,u")%k o W1

4. wy, mit w3k 0wy, W 0wy = wIFT!

5. Wy, mit w2k 0wy = wgk_l,mgk 0wy
usw. ...

Dabei bezeichnen wir mit o wie gehabt die Multiplikation in der Gruppe R
aller reduzierten Markierungen. Sei U = {w2*/k € Z} die von {w3} erzeugte
Untergruppe von R, dann kénnen wir festhalten, dafl £ aus £ entsteht, indem
wir alle Punkte in £’ identifizieren, die durch Multiplikation eines Elementes
aus U von links ineinander tiberfithrbar sind.

Genauer fithren wir auf der Punktemenge der totalen Abwicklung eines Laby-
rinths wie folgt eine quivalenzrelation ein:

Definition 2.3 Sei £ = (V, E) Labyrinth mit Startpunkt 0

und 7(£,0) = {z € R/AQ € V : 0 > Q ist Weg in L}

und 7(£,0,0) = 0{z € R/0 = 0 ist Weg in L}

Ist dann G C (£, 0,0) und Ug die von G erzeugte Untergruppe von 7 (£, 0,0),
so setzen wir fiir z, 2’ € 7(L£,0):

2=z v eUg:voz=0v 02"

Dabei enthélt die Menge G gerade alle Markierungen von Rundwegen, die unab-

gewickelt bleiben sollen.Es kann sich dabei also allgemeiner als in den betrach-
teten Beispielen auch um mehrere handeln.

Definition 2.4 Damit kénnen wir den Abwicklungsbegriff allgemein wie folgt
definieren:

Das Labyrinth £& = (V& ES) mit

Ve =
und E¢

2)/» € (£,0)}
([z],r,[zr])/r € D,z,2zr € m(L,0)}
([z7],7,[2])/r € D, z,2r € n(L,0)}
([z],r,[zor])/r € D,z,zor € w(L,0)}

-

{
{
{
{

heifit dann (G-) Abwicklung von (£, 0).

Wir gehen also von der totalen Abwicklung, deren Punktemenge 7 (£, 0) ist, aus
und wickeln darin alle Abwicklungen von Rundwegen aus (£,0), deren Mar-
kierungen in G vorkommen wieder auf. Welche Punkte dabei aufeinanderfallen
wird gerade durch die eingefiihrte Aquivalenzrelation beschrieben, deren Aqui-
valenzklassen dementsprechend die Punkte der G-Abwicklung bilden.
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LY ist stets ein Labyrinth, da fiir alle r € D, z,2r,2/,2'r € 7(£,0) gilt: z =
2= 2r=2'r

Da wir es zukiinftig vor allem mit einelementigem G zu tun haben werden,
wollen wir zur Vereinfachung der Schreibweise die Mengenklammern in diesen
Fillen weglassen, wir schreiben also £* anstelle von £1#} fiir z € 7(£,0,0).

Wir stellen fest:
Beobachtung: £5 ist die totale Abwicklung von L.

Denn aus G = {0} folgt Ug = éD}, so daB die eingefithrte Aquivalenzrelation
zur Gleichheit wird und man V= = 7(£,0) erhilt.

Wir haben uns so ausfiihrlich mit dem Thema Abwicklungen befaft, weil eine
Maus nicht in der Lage ist, ein Labyrinth von seinen Abwickungen zu unterschei-
den und wir uns diese Eigenschaft zu nutze machen kénnen, um zu jeder Maus
zunéchst ein nichtplanares Labyrinth zu konstruieren, das sie nicht bewéltigt.
Zuvor muf} allerdings bewiesen werden

Lemma 2.1 Fiir jedes Labyrinth (£,0) und fiir jede Maus A gilt:

A kann (£,0) und (£%,[0]) nicht unterscheiden fiir alle G C 7 (£, 0,0).

Beweis:

Seien {(st,P;)}i>0 und {(s}, P/)}+>0 das Verhalten von A in (£,0) und in
(£%,[0]) und

w:O:POT#PlSPg—L..
Wi0] =P 3P 3 Pl ...

die zugehorigen zuriickgelegten Wege.

Wir zeigen fiir alle ¢ > 0:

(i) st = s
(i) val(P;) = val(P))
(iil) r =r}
durch vollstindige Induktion {iber ¢. Dann folgt sofort, dal die A-Sichten von

(£,0) und (£%,[0]) iibereinstimmen und damit die Behauptung.
t=0:

(i) so = s, =an(A)
(ii) es gilt
r € val(P,) =wval(v) < r e x(L,0)

& ([0, 7, [r])
& rewval([0]



(iii)

o = Aa(So,val(P,))
= Aa(sh,val(P!)) nach (i), (iii)

!

:7"0

t—t+1:

(i)

(i)

(iii)

St+1 = (SA(St,’UG,l(Pt))
= d4(s},val(P{)) nach Induktionsvoraussetzung

—_ !
= St+1

Nach Definition von £ gilt

P, =red(r)...ry)], d.h. red(r, ...r;) € w(L,0)
Sei z = red(r! ...r;) und r € D

1. Fall: zr ist reduziert. Dann gilt:

r € val(Pit1)

& z,zr € w(L,0)

& ([2],r[zr]) € EC

& rewal([z]) = Pl,.

2. Fall: zr ist nicht reduziert, d.h. z = 2'F. Dann gilt: r € val(Pi41)
& 2z en(L,0)

& ([#,712) € B (12,7, [2]) € EC

& ([21,7[2) € E9([2'], 7, [2]) € EY

& reval([z]) = P,.

rer1 = Aa(ser1,val(Pry1))
= Aa(st41,val(P{;)) mnach (i), (ii) n

— !
=Tir1

Aus Lemma 2.1 folgt sofort:

Beobachtung:
A kann (£,[0]) und (£, [0]) nicht unterscheiden fiir alle G, G’ C 7(£,0,0).

Damit sind wir in der Lage, zu jeder Maus zunéchst ein nicht planares Labyrinth
zu konstruieren, das sie nicht bewiltigt.

Und zwar besteht der Trick darin, die Maus in einem Doppelkreislabyrinth
L= (V,E)

mit Startpunkt 0 zu beobachten und dann, je nachdem wie sie sich verhilt, eine
Abwicklung von £ zu konstruieren, die sie nicht bewiltigt.
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Die Abwicklungen sind hier deshalb pridestiniert, weil A sie vom urspriinglichen
Labyrinth nicht unterscheiden kann, so daf§ wir ihr Verhalten darin vorhersa-
gen konnen. Dariiberhinaus haben sie die Eigenschaft unendlich und zusam-
menhingend zu sein, so daf alle Punkte zuléissig sind. Wenn dann der Weg von
A von einem Punkt aus endlich bleibt, bewiltigt sie das Labyrinth nicht und
wir sind mit dem 1. Beweisschritt fertig.

Lassen wir also die Maus im Anfangszustand in Punkt 0 von £ loslaufen.

Da A niemals stehenbleibt und £ sowie die Zustandsmenge von A endlich sind,
wird es dann einen Punkt in £ geben, den A irgendwann zum zweiten Mal im
selben Zustand aufsucht, von wo an ihr Verhalten periodisch wird.

Sei also {(s¢, P;)}+>0 das Verhalten von A in (£,0) und w : 0 = Py 53 P, =
P, — ... der zuriickgelegte Weg.

Da #(v) < oo und #(S(A4)) < oo, existiert 0 < i < k mit (s;, P;) = (Si+k, Pivk),
d.h.

(sixts Pixt) = (Sitimodk> Pitimoar) fiir alle I > 0 (d.h. das Verhalten von A wird
periodisch).

Wir wollen vereinbaren, dafy wir von nun an mit p’ immer die Markierung des
Weges von Py nach P; bezeichnen den die Maus zuriicklegt, bevor ihr Verhalten
periodisch wird und der zukiinftig oft Vorlauf genannt wird, d.h. p' =r,...r;_1
und mit ¢’ die Markierung des wiederholt abgelaufenen Wegstiicks von P,y bis
Pi+ka d.h. ql =T .. Titk—1-

p und g sollen dann immer fiir die zugehérigen reduzierten Markierungen stehen,
d.h.

p = red(p)

¢ :=red(q)

Wir kénnen dann 2 Félle unterscheiden je nachdem, ob das wiederholt abgelau-
fene Wegstiick ein Testlauf ist oder nicht.

1. Fall: ¢ = O, dh. P % Py ist Testlauf.

Beispiel:

p' = ownswosni,o

q' = rar3Fafe, wobei (wqy =717y ...7r,) mit ry =0 und r, = s.
Reduzieren liefert

p = wso und

qg = 0.

Wenn wir A dann vom Punkt O aus in £ schicken macht sie zunichst einen
Schritt vor und wieder zuriick in jeden wegfiilhrenden Gang hinein, lduft dann
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den Gang mit Markierung @w» hinunter und dann noch einen Schritt weiter in
den Gang mit Markierung w; hinein um dort fiir immer 2 Schritte vor und
wieder zuriick zu maschieren. D.h. aber der Trager ihres Wegs gestartet in O
bleibt endlich, obwohl unendlich viele Punkte erreichbar wiren. Sie bewiltigt
die totale Abwicklung daher nicht.

——————— Testlaufe

weg mit Markierung p

Wenn das wiederholt abgelaufene Wegstiick ein Testlauf ist, haben wir also
mit der totalen Abwicklung stets ein Labyrinth, das A nicht bewiltigt, da sie
gestartet in O abgesehen von endlich vielen endlich langen Testlaufen nur den
Weg mit Markierung p entlang lduft und daher insgesamt hochstens endlich
viele Punkte besucht.

Allgemein gilt also: ¢ = O = A bewiltigt (ED, O) nicht.
Damit kommen wir zum 2. Fall.

2. Fall: ¢ # 0O, d.h. P; il) Py}, ist kein Testlauf.
Beispiel:

/ _ _
P = ownsSwosnw0rs . ..Tr, = OWNSWOSNWsW,

g = owwsors ...y, = owwsw;
Wir kénnen dann ohne weiteres p’ um ry...r, verlingern und ¢’ um n — 1

Stellen nach links shiften, so da8 wir die Markierungen

p' = ownswosnwsw; und

q = owwyw,

erhalten, die den Weg von A in £ genauso gut beschreiben, nur beginnt und
endet das wiederholt abgelaufene Wegstiick nunmehr im Startpunkt 0 von L.
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Diese Vorgehensweise ist im Fall ¢ # O immer moglich, da der Punkt 0 dann
unter den Punkten P;, ..., P;; notwendigerweise vorkommen muf}, so dafy wir
durch geeignetes Verlingern von p’ und Shiften von ¢' stets P; = 0 erreichen
konnen.

Reduzieren liefert nun

p = Wwaw; und

q = wawh

Wenn wir dann A im Punkt [p~'] der Abwicklung £7 von (£, 0) starten, schaut
sie wieder zuerst einmal in jeden Gang hinein, durchlduft dann den Gang mit
Markierung w- in Gegenrichtung und anschlieflend den mit Markierung w; in
Vorwértsrichtung. Damit hat sie den Weg mit Markierung p' hinter sich gebracht
und der mit Markierung ¢’ beginnt. Sie geht dann zuerst einen Schritt nach
Osten in den Gang mit Markierung w; hinein und gleich wieder zuriick, um
anschlieflend einmal durch den Kreis mit Markierung wowqzu laufen. Damit ist
sie wieder in Punkt [O] angekommen und die Wiederholung des Weges mit
Markierung ¢’ beginnt. Also wird ihr Verhalten auch in £? periodisch. Der
Trager ihres Weges bleibt daher endlich und sie bewdltigt das Labyrinth nicht.

L4

- WegmitMak.p

........ Weg mit Mark. q

Wie im 1. Fall 148t sich das Beispiel wieder verallgemeinern. Wir stellen dazu
folgendes fest:
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Beobachtung:

1

(£4,[p~1]) ist stets isomorph zu (£P9? ", [0]). Da A nach Lemma 1 (£,0) und
(cpar™’ [O]) nicht unterscheiden kann, kann sie daher (£, 0) und (£?, [p~!]) auch
nicht unterscheiden.

Wenn wir also die Maus im Fall ¢ # O von Punkte [p~!] aus in die Abwicklung
L7 schicken, so geht sie abgesehen von endlich vielen Testldufen zuerst den Weg
mit Markierung p entlang, um dann im Kreis mit Markierung ¢ fiir immer zu
rotieren.

Da aber auf dem Weg mit Markierung pg nur endlich viele Punkte liegen und
sie durch die Testliufe ebenfalls nur endlich viele Punkte erreicht, bewiltigt sie
das Labyrinth £7 nicht.

Allgemein gilt also: ¢ # O = A bewiéltigt (£, [p~!]) nicht.
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3 A-flexible Labyrinthe

Damit haben wir zu jeder Maus eine Abwicklung des Doppelkreislabyrinths
konstruiert, die sie nicht bewiltigt. Diese Abwicklungen stellen sozusagen Mau-
sefallen dar, die allerdings nicht planar sind. Der nichste Beweisschritt wird
daher darin bestehen, diese Mausefallen so in die Ebene einzubetten, dafl die
Maus ihr Verhalten nicht wesentlich verdndert, d.h. ohne daf} der Triger ihres
Weges dadurch unendlich wird.

Zuvor wollen wir aber noch vereinbaren, dal das Doppelkreislabyrinth £, in
dem eine Maus A zuniichst beobachtet wird von nun an A-Test heiflen soll.
Dabei wird der Name der Maus vorangestellt, weil das Beobachtungslabyrinth
zukiinftig von der jeweils vorgegebenen Maus abhingen wird, was momentan
aber noch nicht der Fall ist.

Gehen wir nun einmal vom einfachsten A-Test aus der moglich ist, nédmlich
diesem hier:

(£,0)

und nehmen an, daf3

p' = wsnoswn die Markierung des Vorlaufs und

q' = osnw die Markierung des wiederholt abgelaufenen Wegstiicks ist,

wenn sie im Anfangszustand im Punkt 0 von £ gestartet wird.

Reduzieren liefert dann:

p=red(p') = swn

¢ =red(q’) = 0

so dal nach den vorangehenden Betrachtungen die totale Abwicklung von L
eine adidquate Mausefalle ist:
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(5, o)

********* Testlaufe

Weg mit Mark. p

Da die totale Abwicklung nicht planar ist, stellt sich die Frage, was wir tun
konnen, um dem Ziel einer planaren Falle niher zu kommen?

Zunachst einmal brauchen wir ja gar nicht das komplette Labyrinth. Wir kénnen
hergehen und jeden Weg, der vom Ursprung wegfiihrt an dem ersten erreichba-
ren Punkt kappen, den die Maus gerade nicht mehr besucht. Dann erhalten wir
zwar zunéchst ein endliches Labyrinth, uns stehen aber gentigend viele Rand-
punkte zur Verfiigung, die die Maus, deren Verhalten sich durch das Kappen der
Wege ja nicht dndert, nicht besucht, und an denen wir nach der Einbettung des
Labyrinths in die Ebene immer noch wieder unendlich viele Punkte anhingen
kénnen (genauer gesagt: fast alle Punkte aus der Ebene der ganzen Zahlen, da
wir ja letztendlich ein Netzlabyrinth erreichen wollen, das einem Déppschen La-
byrinth entspricht, und in diesem diirfen ja nur endlich viele Punkte markiert,
also vom moglichen Betreten ausgenommen sein).

Von nun an wollen wir das endliche Unterlabyrinth von ED, das den Weg von
A sozusagen ,,ganz in seinem Inneren“ enthéilt, Fallenkandidat nennen und mit
F bezeichnen. Im Beispiel sieht F wie folgt aus:
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********* Testléufe

Weg mit Mark. p

Zu einer sogenannten A-Falle wird ein solcher Fallenkandidat dann werden, wenn
er sich in die Ebene einbetten 14f3t, ohne dafl die Maus ihr Verhalten wesentlich
verdndert, und dann zu einem Netzlabyrinth erginzen 14af3t.

Wir legen also fest:

Definition 3.1 Ist £ = (V, E)(¢ € R) Abwicklung vom A-Test £, die A nicht
bewiiltigt, so heifit ein Labyrinth F = (V’, E') Fallenkandidat

=
(i) F ist endliches Unterlabyrinth von £9.
(ii) Ist {(s¢, P:)}e>0 das Verhalten von A in (ﬁD, 0) bzw. (L7, [p™1]), so gilt

8) {P/t>0}U{Q/3t>0:P 5 QeB}CV

es gehoren also alle Punkte zu F, die A besucht, und mindestens deren
direkte Nachbarn und

b) (V' xDxV)NE=E

Wie sieht es nun mit der Planaritéit des Fallenkandidaten im Beispiel aus?
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Wir stellen fest: der Fallenkandidat F ist zwar so direkt nicht planar, kann aber
eben gezeichnet werden, wenn wir die Kanten unterschiedlich lang malen. Damit
kann F aber auch in die Ebene der ganzen Zahlen eingebettet werden, da bei
einem endlichen Labyrinth in diesem Fall stets erreicht werden kann, daf8 die
Kantenléinge ganzzahlig ist. Wir sagen dann, ,,F kann durch Ausweitung seiner
Kanten“ in die Ebene der ganzen Zahlen eingebettet werden.

Definitorisch kénnen wir den Begriff des Ausweitens so fassen, dafl Kanten durch
Prélabyrinthkanten ersetzt werden, deren Markierung durch Iteration der Aus-
gangsmarkierung entsteht. Im Beispiel hitten wir es dann mit folgendem Prila-
byrinth Lzu tun:

w4
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Nun zur Definition des Begriffs Kantenausweitung:

Definition 3.2 Sei £ = (V, E) ein Prilabyrinth, (P,2,Q) € E und v € R mit
F0) = () und 1(0) = 1().

Dann sagen wir:
L= (v, E\{(P,z,Q),(Q,z,P)} U {(P,v,Q),(Q,v,P)}) entsteht aus £ durch

Substitution von (P, z, Q) durch (P, v, Q) und schreiben: £ = L(P, z F v, Q).

Das Ausweiten einer Prilabyrinthkante ist dann nichts anderes als eine spezielle
Form der Substitution und zwar mufl die Markierung v der neuen Kante durch
Iteration von z entstehen, es muf also v = z* fiir irgendein k gelten. Da jede
Préalabyrinthkante einem Gang im definierten Labyrinth entspricht, ist jedes
Ausweiten einer Prillabyrinthkante gleichbedeutend mit dem Ausweiten eines
Ganges im zugehorigen Labyrinth. Wir legen also fest;:

Gilt v = 2* fiir ein k € N, so sagen wir

(i) £ entsteht aus £ durch Ausweiten von Kante (P, z, Q)

(ii) £* entsteht aus £* durch Ausweiten von Gang P 5
bzw. durch Ausweiten von Kante (P, z,Q), falls z € D

Dabei bezeichnen wir wie gehabt mit £* und £* die durch die Prilabyrinthe £
und £ definierten Labyrinthe.

Wenn wir im folgenden dann sagen, daf Prilabyrinth £ aus £ durch Kanten-
ausweitung entsteht, so meinen wir, dafl es durch Ausweitung keiner, einer oder
mehrerer Préilabyrinthkanten entsteht, wir meinen also die reflexive transitive
Hiille der hier auf Prilabyrinthen definierten Relation. Entsprechendes gilt fiir
Gangausweitung bei Labyrinthen.

Man beachte, daf3 die Definition viel allgemeiner gehalten ist, als wir sie im
Beispiel gebraucht haben. In der Markierung z der auszuweitenden Prilaby-
rinthkante konnen némlich verschiedene Richtungen auftreten. Folglich bezieht
die Definition nicht nur mit ein, dafl im definierten Labyrinth einzelne Kanten
oder gerade Ginge ausgeweitet werden konnen, sondern auch solche, in denen
Windungen vorkommen.

Betrachten wir dazu die beiden folgenden Prilabyrinthe £ und £

L L

3
onws (onws)

Pe
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Auch hier wiirden wir laut unserer Definition sagen, daf} L aus £ durch Kanten-
ausweitung bzw. daf§ das Labyrinth £* aus £* durch Gangausweitung entsteht.

Damit kénnen wir zu unserem Ausgangsproblem, némlich der Konstruktion
planarer Mausefallen zuriickkehren.

Wir hatten bereits gesehen, dafl der Fallenkandidat F im Beispiel durch Aus-
weiten seiner — in diesem Fall — Kanten (= Génge der Lénge 1) in die Ebene
der ganzen Zahlen eingebettet werden kann. Bezeichnen wir den planarisierten
Fallenkandidat einmal mit £', d.h. £* = £'.

Nachdem das Planarititsproblem aus dem Weg geschafft ist, tritt nun sofort ein
neues Problem auf: da £’ von F verschieden ist, kann es sein, daf} sich die Maus
in £ anders verhilt als in F und alle Punkte besucht, so dal wir keine Freistelle
mehr zur Verfiigung haben, an der wir das Labyrinth zu einem Netzlabyrinth
erginzen konnen, ohne die Maus dadurch erneut zu beeinflussen.

Bevor wir diese Problem l6sen, ist es allerdings zweckmifig prizise zu formu-
lieren, was wir erreichen wollen:

wir haben einen Fallenkandidaten gegeben, das ist ein endlicher Ausschnitt aus
einer Abwicklung, die die Maus nicht bewiltigt und der ihren Weg ganz in
seinem Inneren enthélt, d.h. Randpunkte, von denen nur eine Kante ausgeht,
werden nicht besucht.

Damit aus diesem Fallenkandidaten ein fangendes Netzlabyrinth wird, muf} er
so wie im Beispiel durch Ausweitung seiner Kanten oder allgmeiner eventuell
auch durch Ausweitung seiner Génge in die Ebene einbettbar sein, aber damit
nicht genug.

Diese Einbettung soll auf eine Weise moglich sein, daf3 die Maus dadurch nicht
wesentlich beeinfluft wird, d.h. ihr Verhalten im ausgeweiteten Labyrinth soll ih-
rem Verhalten im Fallenkandidaten &hneln. Wenn also beispielsweise eine Kante
zu einem geraden Gang ausgeweitet wird und die Maus die Kante vorher durch-
laufen hat, so soll sie anschliefend stattdessen den Gang durchlaufen und dabei
in seinen Endpunkten die gleichen Zustiinde annehmen wie vorher in Anfangs-
und Endpunkte der Kante.

Das gleiche gilt, wenn ein Gang z.B. dieser hier ausgeweitet wird.

w

Wenn A den Gang zuvor durchlaufen hat und dabei von Zustand s in Zustand s’
iiberging, so soll sie auch den neuen Gang durchlaufen und dabei ebenfalls von
s nach s’ iibergehen. Wie sie sich im Inneren des Ganges verhilt, spielt keine
Rolle.

Wenn wir also im aus geweiteten Labyrinth alle Punkte fixieren, die auch im
Ausgangslabyrinth auftreten und nur in diesen Punkten Posten aufstellen, die
die Maus beobachten, so soll das beobachtete Verhalten mit dem im Ausgangs-
labyrinth iibereinstimmen. Da die fixierten Punkte ein Préilabyrinth definieren,
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konnen wir das Verhalten von A, das die in diesen Punkten aufgestellten Posten
beobachten, als Prilabyrinthverhalten wie folgt definieren:

Definition 3.3 Sei L = (V,E) ein Prilabyrinth mit Anfangspunkt Py und
L* = L das definierte Labyrinth. Sei {(s¢, P;)}t>0 das Verhalten von A in
(‘Ca PO)

Definiere:

- ! g
Ws, P = 4 (5t Pro)s falls to = min{t' > t/Py € V}
(50, F2) { nicht definiert, sonst.

Dann ist die Folge {(h!(s0, Py))}¢>0 das Verhalten von A in (£, Py).

Bemerkung:

da h(st, P;) fiir ein ¢ nicht definiert sein kann, ist es méglich, dafl das Préla-
byrinthverhalten von A endlich ist, nimlich dann wenn die Maus auf Nimmer-
wiedersehen in einem Gang verschwindet, in dem keine Beobachtungsposten
aufgestellt sind, in dem also keine Prélabyrinthpunkte vorkommen.

Wir wollen préizisieren, dafl der Fallenkandidat so durch Ausweiten seiner Kan-
ten oder Ginge in die Ebene einbettbar sein soll, dal die Maus dadurch nicht
wesentlich beeinfluf}t wird und das kénnen wir jetzt formulieren, indem wir sa-
gen, daf} ihr Verhalten im Prélabyrinth, das durch die Ausweitung entsteht mit
dem im Ausgangslabyrinth bzw. allgemeiner mit dem im Ausgangsprilabyrinth,
iibereinstimmt.

Ein Prilabyrinth, das diese Eigenschaft besitzt, wollen wir von nun an zum
Ausgangslabyrinth ,, A-treu® nennen.

Definition 3.4 Seien £ = (V,E), £ = (V,E) Prélabyrinthe. Dann heifit £

A-treu zu L (Schreibweise £ <4 L).
=

(i) £ entsteht aus £ durch Kantenausweitung

(ii) Vs € S(A),P € V: das Verhalten von A, in (£, P) und in (£, P)stimmt
iiberein. (dabei ist As die Maus A aber mit Startzustand s)

Damit kénnen wir genauer sagen, was wir erreichen wollen:

Wir wollen Fallenkandidaten F konstruieren, die durch Prilabyrinthe definiert
werden, zu denen A-treue planare Prilabyrinthe existieren.

Wir sagen dann: F ist verhaltenstreu in die Ebene einbettbar und meinen, daf§
F durch Ausweitung seiner Kanten oder Ginge so in die Ebene eingebettet
werden kann, daf die Maus ihr Verhalten nicht wesentlich verindert, d.h. wenn
wir A vor und nach der Ausweitung nur in den Punkten beobachten, die nicht
im Inneren eines Ganges liegen, der ausgeweitet wird bzw. wurde, stellen wir
beidesmal dasselbe Verhalten fest.
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Nun wird das Prélabyrinth £ aus unserem laufenden Beispiel wie schon gesagt
sicherlich nicht die Eigenschaft haben zum Fallenkandidaten F A-treu zu sein.
Es entsteht zwar daraus durch Kantenausweitung aber nur eine ,,dumme* Maus
wird nichts davon bemerken und in £ dasselbe Verhalten zeigen wie in F. Wir
miisssen ndmlich davon ausgehen, daf3 eine vorgegebene Maus sehr wohl unter-
scheiden kann, ob eine Kante einmal oder zweimal in dieselbe Richtung fiihrt,
da sie in ihrem endlichen Ged#chtnis ja endlich weit zihlen kann.

Wie sieht es aber aus, wenn ein Gang aus 1000 Siidkanten zu einem Gang aus
2000 Siidkanten ausgeweitet wird oder, falls A das noch unterscheiden kann, ein
Gang aus 10000 Siidkanten zu einem Gang aus 20000 Stidkanten. Da eine Maus
aufgrund ihres endlichen Ged&chtnis immer nur ein modulo-Zahler ist, wird sie
fiir eine hinreichend grofie Zahl z nicht mehr unterscheiden kénnen, ob sie z mal
oder 2x mal oder 3x mal in dieselbe Richtung gelaufen ist.

Im Folgenden wollen wir uns davon iiberzeugen, dafl diese Vermutung zutrifft,
indem wir folgendes Lemma beweisen:

Lemma 3.1 Fiir jede Maus A gilt:

Vr € D3a(r) € NVL = (V, E) Prilabyrinth V(P,r*(") Q) € EVt € N : Lay4
L(P,re") | pta) Q)

D.h. die Ausweitung von Labyrinthgéngen, die a(r) mal in Richtung r fiihren,
hat auf das Verhalten der Maus keinen wesentlichen Einflufl. Es &ndert sich
hochstens im Inneren der Génge, beobachtet in den {ibrigen Punkten bleibt es
gleich.

Beweis:

Sei A Maus und r € D. Dann erhilt man die Zahl «(r), indem man A ausge-
hend von Zustand s und Punkt Py, der irgendeine beliebige Wertigkeit hat, in
einen Gang hineinschickt, der beliebig weit in eine feste Richtung r fiihrt, und
beobachtet, wie sie sich verhélt.

Bezeichnen wir dazu dieses Labyrinth, das abgesehen von 1, 2, 3 oder 4 von P,
ausgehenden Kanten nur aus diesem einen Gang besteht mit £,.

Ly, (reD, wval(Py) beliebig fest)
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Sei {(s¢,Q¢)}¢>0 das Verhalten von A in (L., P). Dann kénnen wir folgende
Fille unterscheiden:

I. Fall:

As geht nicht in den Gang, d.h. Q1 # P;.
II. Fall:

Ag geht in den Gang, d.h. @; = P, und

1. Kehrt irgendwann nach Py zuriick, d.h. 3i > 0: Q; = Py
oder

2. Kehrt nie mehr nach Py zuriick, d.h. Vi > 0: Q; # P,
In diesem Fall kénnen wir erneut zwei Fille unterscheiden und zwar kann sie

a) nur endlich tief in den Gang hineinlaufen
oder

b) sich beliebig weit vom Startpunkt Py entfernen.
Betrachten wir zuerst den Fall:
2.a) dh. IVt >n:Qr € {F,...,P.}

In diesem Fall, wenn die Maus also maximal bis Punkt P, vorlduft, muf}
ihr Verhalten aufgrund der Endlichkeit der Zustandsmenge und der Menge
der besuchten Punkte periodisch werden. Da sie weder nach Py zuriicklauft
noch P, {iberschreitet, heifit das, daf sie zwischen Py und P,y; irgend
einen Testlauf fiir immer wiederholt.

Der interesanteste Fall ist sicherlich der Fall:
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2. a) wenn also gilt:¥3t >n: Q¢ & {Fo,..., Pn}.
Das bedeutet, dafl A5 jeden Punkt im Gang irgendwann einmal besucht.
= {Qi/i >0} ={P;/i > 0}

Wir kénnen daher jedem Punkt im Gang die Nummer des Schrittes von
A, zuordnen, in dem sie ihn zum ersten Mal betritt:

sei h(t) = min{j/Q; = P}
Die Funktion h ist streng monoton wachsend, da die Maus keinen Punkt

im Gang besuchen kann, ohne zuvor an jedem Vorgénger vorbeigekommen
Zu sein.

Sp(¢) ist dann der Zustand, den A; annimmt, wenn sie Punkt P zum ersten
Mal betritt.

Die weitere Argumentation basiert nun wieder auf der Endlichkeit der
Zustandsmenge.

Da die Maus nun endlich viele Zustédnde hat, aber beliebig viele Punkte
besucht, wird es zwei verschiedene Punkte geben, so daf sie im selben
Zustand ist, wenn sie sie zum ersten Mal aufsucht, d.h.

3j,m € Nt sp(5) = Sp(jgm) = 8

Da val(P;) = val(Py) (i > 1) haben die Wege von A, ab Schritt h(j) und Schritt
h(j + ) dieselbe Markierung und die Zustandsfolgen stimmen iiberein. Daraus

folgt, (*) VA € No : 5p(j42) = Sh(j+Amodn)

D.h. daf8 die Maus nicht nur beim ersten Besuch der Punkte Pj, Pjir, Pji2x,. ..
usw. im selben Zustand ist, sondern dafl das Gleiche auch fiir alle dazwischen-
liegenden Punkte gesagt werden kann, sofern sie von Pj, Pjir, Pjyor ... nur
gleichweit entfernt liegen.

Wenn wir dann A9 so wihlen, dal 5 + Ay ein Vielfaches von =7 ist, d.h. daf
J + Ao = ko fiir ein kg € N gilt, erhalten wir aus (*) schliefflich

VE € No : 8h(j4+20) = Sh(kom) = Sh((ko+k)r)

Insbesondere gilt das dann auch fiir k& = ko, 2k, 3ko, ... usw., so dafl A; im
selben Zustand ist, wenn sie die Punkte Pr,x Poggr Pskor UsW. zum ersten Mal
betritt.

Wenn also der in Richtung r laufende Gang, in den wir A ausgehend von
Punkt Py und Zustand s schicken, nunmehr nur endliche Lénge hat, so ist es
gleichgiiltig, ober er Lange kom, 2kom oder 3kgm, ... usw. hat. A wird das andere
Ende stets im selben Zustand erreichen.

Fassen wir nun alle Fille zusammen. Da das Verhalten von A im Gang nur vom
Startzustand der Gangrichtung und der Wertigkeit von P, abhéngt, konnen wir
eine Funktion t(s,r,val(P)) wie folgt definieren:

1, im Fall I.
t(s,r,val(Py)) = { max{n/Q; = P, fiir ein t > 0} +1, im Fall IL.1 + 2a)
ko, im Fall II.2b)
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Wenn dann eine Maus in einem Labyrinth ausgehend von Zustand s und Punkt
Py einen in Richtung r laufenden endlichen Gang betritt, so wird sie stets im
selben Zustand wieder bei Py bzw. am entgegengesetzten Gangende herauskom-
men, unabhingig davon ob der Gang die Lénge t(s,r,val(P)) hat oder ein
Vielfaches davon.

Um den Beweis des Lemmas zu vervollstindigen miissen wir jetzt nur noch
bertiicksichtigen, daf} in einem Labyrinth der Startpunkt eines endlichen in Rich-
tung r verlaufenden Ganges eine beliebige Wertigkeit haben kann, die Maus ihn
in einem beliebigen Zustand erreichen kann und nicht zuletzt, dafl die Maus
den Gang auch vom Gangende her betreten kann. Fiir all diese Fille stellen
wir entsprechende Beobachtungen an und bilden dann das kgV" aller erhaltenen
Funktionswerte von t. D.h. wir bilden

kgV({t(s,r,M)/s € S(A),M € P'(D) und r € M}U{t(s,7,M)/s € S(A),M €
P'(D)und r € M} = a(r)

Das ist dann die gesuchte Gréfie a(r), so dafl die Ausweitung von Géngen in
einem Labyrinth, die a(r) mal in Richtung r laufen auf das Verhalten der Maus
hochstens im Inneren der Ginge einen Einflufl hat. Bezogen auf die Endpunkte
bleibt es unverdndert. ]

Kehren wir nun wieder zu unserem laufenden Beispiel zuriick. Einzelne La-
byrinthkanten kdnnen wir nicht ausweiten, ohne dafl die Maus ihr Verhalten
wesentlich veréndert, dafiir aber hinreichend lange geradlinige Gange. Nun sind
wir aber keineswegs darauf festgelegt, dafl der A-Test — also das Testlabyrinth £,
in dem die Maus zunéchst beobachtet wird — die im Beispiel angegebene Form
haben muf.

Wir koénnen ohne Weiteres hergehen und jede Kante in Richtung r durch einen
Gang, der a(r) mal in Richtung r fiihrt, ersetzen. In der Abwicklung, die A
nicht bewiltigt, und damit auch im Fallenkandidaten fithren dann ebenfalls
statt einzelner Kanten entsprechend lange Ginge in jede Richtung und diese
konnen ausgeweitet werden, ohne die Maus wesentlich zu beeinflussen.

Um uns dabei unabhéingig von der Richtung zu machen, in der ein Gang verliuft,
gehen wir her und bilden nocheinmal das kgV und zwar aller a(r) fiir r =
n,s,0,w.

Sei £ = kgV {a(n), als), a(w), a(o)}

Setzen wir dann:
ny = nta wy = wtA
54 = st4 o4 = o4,

so kénnen wir in jedem Prélabyrinth Kanten, die eine dieser Markierungen auf-
weisen, beliebig ausweiten, es kommt immer wieder ein A-treues Prilabyrinth
heraus, in dem A dasselbe Verhalten zeigt.

Ein Prilabyrinth, dessen sdmtliche Kanten nur diese Markierungen aufweisen,
wollen wir von nun an A-flexibel nennen und diese Bezeichnung auch auf das
definierte Labyrinth {ibertragen.

Definition 3.5 Ein Prilabyrinth £ = (V, E) heifit A-flexibel :& V(P, Z,Q) €
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E 1 Z € {TLA,SA,’U}A,OA}.

Ein Labyrinth £ heifit A-flexibel :< 3 Pralabyrinth £ : £ A-flexibel und
L*=L.

In einem A-flexiblen Labyrinth fiihren mit jeder Kante gleich t4 Kanten in die-
selbe Richtung. Die Bezeichnung A-flexibel soll verdeutlichen, dafl man jeden
solchen Gang beliebig ausweiten kann, ohne dafl die Maus ihr Verhalten wesent-
lich veréndert.

Beobachtung:

Ist £ = (V, E) ein A-flexibles Prélabyrinth und L entsteht aus £ durch Kanten-
ausweitung so gilt £ <4 £

Zuriick zum Beispiel:

Machen wir den A-Test nunmehr A-flexibel, indem wir jede Kante t4 mal wie-
derholen und lassen A im Anfangszustand von Punkt 0 loslaufen.

L

Wa

WA o

O

Nehmen wir dabei der Einfachheithalber an, dal der Weg von A in £ ganz
ghnlich aussieht wie vorher, d.h. dafl

p' = wasgowngoasawan s die Markierung des Vorlaufs und

q' = osasanawy die Markierung des wiederholt abgelaufenen Wegstiicks ist.

Reduzieren liefert:

e p=red(p) =spwans und

° q:red(q') =0

Da ¢ = 0O ist, d.h. dafl periodische Verhalten von A in einem Testlauf be-
steht, schicken wir A wieder in die totale Abwicklung, wo sie nur endlich viele
Punkte besucht, so da3 wir durch Kappen der stets wieder einen endlichen Fal-
lenkandidaten F erhalten, der den Weg von A ganz in seinem Inneren enthilt,
d.h. Randpunkte bleiben unbesucht. Dabei kann das Kappen der ste so vorge-
nommen werden, daf§ F genauso wie der A-Test A-flexibel ist, d.h. durch ein
A-flexibles Prilabyrinth definiert wird.
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Weg mit Mark. p

Diesen Fallenkandidaten kénnen wir nun auf genau diesselbe Weise in die Ebene
einbetten wie den Fallenkandidaten im vorangehenden Beispiel nur werden jetzt
statt einzelner Kanten Prélabyrinthkanten mit Markierung s 4,m4, w4 oder o4
ausgeweitet, wodurch die Maus nicht wesentlich beeinflufit wird, d.h. A 148t die
Randpunkte weiterhin unbesucht. Damit ist es uns gelungen, den Fallenkandi-
daten verhaltenstreu in die Ebene einzubetten.
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Ziel ist, ein Labyrinth im Doéppschen Sinn zu konstruieren, das von der Maus
nicht bewiltigt wird. Dabei kénnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dafl t4 > 4
ist.

Dann kénnen wir hergehen und

1. um das verhaltenstreu eingebettete Labyrinth einen Rahmen aus markierten
Punkten legen, wobei ein Punkt als Ausgang freibleibt,

2. einen ,auflerhalb aller Kreise liegenden“ Randpunkt P durch einen Weg mit
dem Ausgang verbinden, der an jedem Labyrinthpunkt ungleich P im Min-
destabstand 2 vorbeifiihrt und schliellich

3. alle Punkte im Inneren des Rahmens, die weder zum Labyrinth noch zum
neuen Weg gehoren, markieren.

Die Menge der markierten Punkte definiert dann ein Netzlabyrinth, das A nicht
bewéltigt, weil sie gestartet in dem Punkt auf den der Punkt O aus F bei der
Einbettung in die Ebene fillt, nie zum Ausgang findet.

Nehmen wir an, dafl im Beispiel t4 = 4 gilt, so erhalten wir folgendes Netzla-
byrinth:

M

>
>

Was mit einem ,auflerhalb aller Kreise liegenden“ Randpunkt gemeint ist, ist
fiir planare Labyrinthe sicherlich klar. Im Beispiel gibt es ohnehin keine Kreise.

Ein Randpunkt ist ein Punkt von dem nur eine Kante wegfiihrt, d.h.
P ist Randpunkt von £ = (V,E) :& #(val(P)) =1
und im Beispiel
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wiirden wir sagen:

2, 2 2,2
Py, P, liegen innerhalb und Q,, Q» liegen auBerhalb von 0 “* 25" * % 0,

Eine Definition des Begriffs, die auch nicht planare Labyrinthe mit einbezieht,
wird spéter angegeben werden.

43



4 Fallenkonstruktion I

Da wir aus jedem A-flexiblen und verhaltenstreu planarisierbaren Fallenkandida-
ten, bei dem nach der Einebnung mindestens ein auerhalb aller Kreise liegender
Randpunkt existiert, in derselben Weise ein Netzlabyrinth konstruieren kénnen,
das die Maus nicht bewiltigt, indem wir ihn zuerst in die Ebene einbetten, ohne
daf} die Maus ihr Verhalten wesentlich dndert, und ihn dann wie beschrieben in
ein fangendes Netzlabyrinth verwandeln, wollen wir Fallenkandidaten, die diese
Eigenschaft besitzen, von nun an als A-Fallen bezeichnen:

Ein Fallenkandidat F heifit A-Falle
=

(i) F ist A-flexibel und verhaltenstreu planarisierbar,

(if) nach der Einebnung existiert ein aulerhalb aller Kreise liegender Rand-
punkt.

Aus jeder A-Falle F kann dann ein fangendes Netzlabyrinth konstruiert werden,
indem

1. F verhaltenstreu in die Ebene eingebettet wird,

2. das entsprechende Netzlabyrinth wie angegeben konstruiert wird.

In unserem Beispiel stellt der Fallenkandidat also eine A-Falle dar und wir sind
fertig. Aber nicht nur in diesem ganz speziellen Fall:

Jeder A-flexible und baumformige Fallenkandidat ist eine A-Falle, da er durch
Ausweitung seiner A-flexiblen Ginge verhaltenstreu in die Ebene eingebettet
werden kann und dann einen auflerhalb aller Kreise liegenden Randpunkt besitzt
- weil es nidmlich gar keine Kreise gibt. Und da sich immer dann, wenn das
wiederholt abgelaufene Wegstiick im A-Test ein Testlauf ist, endliche Biume
als Fallenkandidaten ergeben, haben wir all diese Félle bereits erledigt. Halten
wir also fest:

Beobachtung:
F A-flexibler endlicher Baum = F A-Falle.

Dabei bezeichnen wir ein Labyrinth £ = (V, E) als Baum, wenn der durch £
definierte Graph G = (V,{(P,Q)/3r € D : (P,r,Q) € E}) ein Baum ist.

Um die oben angegebene Beobachtung im Einzelnen zu begriinden, stellen wir
zunéchst fest, daf} jeder endliche Baum durch Ausweitung seiner Kanten in die
Ebene eingebettet werden kann. Da wir an dieser Stelle ausschlielich von Laby-
rinthen und nicht von Pralabyrinthen sprechen, bedeutet Kantenausweitung die
Ausweitung einzelner Kanten und nicht von ganzen Géngen, in denen mogli-
cherweise Windungen vorkommen. Ein Labyrinth, das in dieser Weise in die
Ebene einbettbar ist, soll von nun an quasiplanar heiflen:

Ein Labyrinth £ heiit quasiplanar
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854
L kann durch Ausweitung seiner Kanten in die Ebenen eingebettet werden.

Da dieser Begriff fiir alles Weitere von grundlegender Bedeutung ist, wollen wir
einige Beispiele dazu betrachten.

Sei C, das Kreislabyrinth

mit Anfangspunkt 0 und v € R.

1. v = (wson)?o0s

In diesem Fall ist C,, quasiplanar, weil es durch Ausweitung einzelner Kanten
folgendermaflen in die Ebene eingebettet werden kann:

Wenn nun
2. v = wson os

gewahlt wird, so ist durch Kantenausweitung hier keine Planaritét erreichbar.

In diesem Fall ist C, also nicht quasiplanar, es kann aber immerhin noch durch
Ausweitung von Géngen in die Ebene eingebettet werden. Dazu brauchen wir
den Gang mit Markierung wson nur zu verdoppeln und kénnen dann wie in
1. verfahren.

w2
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Wenn wir nun schliefllich

3. v = (wson)?

wihlen, kann C, weder durch Ausweitung von Kanten noch von Géngen in
die Ebene eingebettet werden.

w3 0

n2

n2

Bei endlichen Labyrinthen bedeutet Quasiplanaritét also, dal wir sie eben zeich-
nen konnen, wenn wir die Kanten unterschiedlich lang malen.

Warum ist fiir uns nun die Beobachtung, daf jeder endliche Baum auch Auswei-
tung seiner Kanten planiert wrden kann und damit quasiplanar ist (— eintragen
in Beobachtung) {iberhaupt von Interesse?

Mit der Ausweitung einzelner Kanten kommen wir doch sowieso nicht zum Ziel,
weil wir ja um die Maus nicht entscheidend zu stéren nur hinreichend lange
gerade Génge ausweiten diirfen.

Was hat die Quasiplanaritit von endlichen Biumen also damit zu tun, daff der
Fallenkandidat in diesem Fall stets auch eine A-Falle ist?

Wir kénnen ja hergehen und den Fallenkandidaten zusammenschnurren lassen,
indem wir die A-flexiblen Génge in die er sich zerlegen 14t — so wie hier im
Beispiel — auf einzelne Kanten einschrumpfen.

F Ret(F)

=

Dieses Labyrinth wird als Retrakt Ret(F) des Fallenkandidaten bezeichnet. Der
Retrakt ist ebenfalls ein Baum und kann wie wir uns gerade iiberlegt haben
durch Kantenausweitung in die Ebene eingebettet werden:
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In diesem planaren Labyrinth miissen wir dann nur noch jede Kante wieder
riickwiirts zu einem entsprechenden A-flexiblen Gang ausweiten.

und schon ist der Fallenkandidat in die Ebene eingebettet und zwar verhal-
tenstreu, weil ja jede Ausweitung einer einzelnen Kante im Retrakt, der Aus-
weitung eines A-flexiblen Gangs im Fallenkandidaten entspricht. Wéhrend also
der Retrakt durch Ausweitung von Kanten in die Ebene eingebettet wird, wird
der Fallenkandidat durch Ausweitung von geraden Gingen in die Ebene einge-
bettet, und dieses Einbettung erfolgt verhaltenstreu, weil die Ausweitung von
A-flexiblen Géngen auf das Verhalten der Maus keinen wesentlichen Einfluf} hat.

Halten wir also fest:

Sei L = (V,E) A-flexibles Labyrinth und L = (V,E) A-flexibles Prilaby-
rinth mit £* = L. Dann heifit das Labyrinth Ret(£) = {(9,{(P,7,Q)/r €
D und (P,r4,Q) € E)} Retrakt von L.

Wir kénnen dann wie folgt verfahren:

Sei F ein A-flexibler endlicher Baum

1. Bilde Ret(F)
2. Bette Ret(F) durch Kantenausweitung in Ebene ein
3. Ersetze jede Kante (P,r, Q)) wieder durch (P,r4, Q).

Dann ist F verhaltenstreu planarisiert und alle Randpunkte liegen auflerhalb al-
ler Kreise (weil es in einem Baum ja keine Kreise gibt, in denen sie eingeschlossen
sein konnten), d.h. F ist A-Falle.

47



Wir haben unsere Beobachtung, daf der Fallenkandidat im Fall des endlichen
Baumes eine A-Falle darstellt, deshalb so genau begriindet, weil wir die Vor-
gehensweise iiber endliche Bdume hinaus verallgemeinern kénnen. Unabhéngig
davon ob der Retrakt von F ein endlicher Baum oder irgend etwas anderes ist,
konnen wir ndmlich stets wie hier angegeben verfahren, solange er nur quasipla-
nar ist, und den Fallenkandidaten verhaltenstreu in die Ebene einbetten, indem
wir seinen Retrakt durch Ausweitung einzelner Kanten planarisieren und dann
jede Kante wieder zu einem entsprechenden A-flexiblen Gang ausweiten.

Allgemein gilt: F A-flexible und Ret(F) quasiplanar = F verhaltenstreu pla-
narisierbar.

Wir hatten schon erwihnt, dafl an dieser Stelle bereits alle Fille erledigt sind,
in denen das wiederholt abgelaufene Wegstiick der Maus in einem A-flexiblen
Beobachtungslabyrinth ein Testlauf ist.

Dann entsteht der Fallenkandidat ndmlich aus der totalen Abwicklung, ist also
ein A-flexibler endlicher Baum, in dem die Maus alle Randpunkte unbesucht
148t, und stellt somit eine A-Falle dar, die wie beschrieben in ein fangendes
Netzlabyrinth verwandelt werden kann.

Es verbleibt,also diejenigen Fille zu betrachten, in denen das wiederholt abge-
laufene Wegstiick der Maus im A-Test kein Testlauf ist und hier kommen wir
eigentlich erst zum schwierigen Teil des Beweises.

Ziel wird es sein, auch hier Fallenkandidaten mit quasiplanaren Retrakten zu
konstruieren. Wie wir uns tiberlegt haben, kénnen diese dann némlich verhal-
tenstreu in die Ebene eingebettet werden, indem wir den Retrakt durch Auswei-
tung einzelner Kanten einbetten und jede Kante anschlieend wieder zu einem
entsprechenden A-flexiblen Gang ausweiten und wenn dann auflerdem noch ein
auflerhalb aller Kreise liegender Randpunkt existiert, haben wir eine A-Falle
und sind fertig.

Dazu stellen wir zunéchst fest, daf3 aus der Quasiplanaritit des Fallenkandida-
ten sofort die seines Retraktes folgt. Der Fallenkandidat entsteht ndmlich aus
seinem Retrakt durch Ausweitung von Kanten und wenn er dann selbst durch
Kantenausweitung in die Ebene eingebettet werden kann, trifft das natiirlich
auch auf seinen Retrakt zu. Genauer kann man zeigen, dafl ein A-flexibles end-
liches Labyrinth genau dann quasiplanar, wenn sein Retrakt quasiplanar ist.

Es reicht also, wenn wir im folgenden die Quasiplanaritit von F erreichen, die
von Ret(F) ist dann ebenfalls sichergestellt.

Gehen wir nun also davon aus, dafl das wiederholt abgelaufene Wegstiick der
Maus kein Testlauf ist.

Dabei soll der A-Test £ von nun an folgendermafien aussehen:
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(‘570) wy,ws € {sAaoAanAawA}+
und C,, , Cy, sind quasiplanar

Wir bezeichnen dann wie gehabt mit p’ die Markierung des Vorlaufs, also des von
A abgelaufene Wegstiick bevor ihr Verhalten periodisch wird, mit ¢' die Markie-
rung des wiederholt abgelaufenen Wegstiicks und mit p und ¢ die zugehoérigen
reduzierten Marierkungen.

Da das wiederholt abgelaufene Wegstiick kein Testlauf ist, gilt ¢ # O.

In diesem Fall schicken wir die Maus ausgehend vom Punkt [p~!] in die Ab-
wicklung vom A-test £ in der alle reduzierten Wege bis auf den Rundweg mit
Markierung ¢ abgewickelt sind. Wir schicken sie also in das punktiere Laby-
rinth (£%,[p~!]). Abgesehen von Testldufen, lduft sie dann zunichst den Weg
mit Markierung p~! in umgekehrter Richtung, entlang um dann im Kreis mit
Markierung ¢ fiir immer zu rotieren. Sie bewiltigt die Abwicklung also nicht,
da sie nur endlich viele Punkte besucht.

hnlich wie im vorangehenden Beispiel konnen wir dann wieder hergehen und die
Biume, die am Kreis hiingen so kappen, daf§ das verbleibende Labyrinth endlich
und A-flexibel ist und den Weg der Maus ganz in seinem Inneren enthilt. Damit
haben wir wieder einen Fallenkandidaten F erhalten.
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(£ [p~')

F wird als ,endlicher Baum {iber dem Kreislabyrinth C,“ bezeichnet, da er
aus C, entsteht, indem endlich viele endliche und disjunkte Bdume angeh#ngt
werden (auf die formale Definition soll hier verzichtet werden).

Ein A-flexibler Fallenkandidat ist A-Falle, kann also dann in ein die Maus fan-
gendes Netzlabyrinth verwandelt werden, wenn er verhaltenstreu in die Ebene
eingebettet werden kann und dann einen auflerhalb aller Kreise liegenden Rand-
punkt besitzt, und ersteres ist, wie wir wissen, der Fall, wenn F und damit ja
auch sein Retrakt quasiplanar ist.

Wir miissen uns daher fragen, unter welcher Bedingung ein endlicher Baum tiber
einem Kreislabyrinth C, quasiplanar ist. Das ist sicherlich der Fall, wenn C,
quasiplanar ist, denn dann kénnen wir hergehen und C, und jeden angehéngten
Baum fiir sich durch Kantenausweitung in die Ebene einbetten und anschlielend
die planarisierten Baume an den entsprechenden Stellen an das planarisierte
Kreislabyrinth wieder anhédngen, wobei wir die Kreiskanten so stark weiter aus-
weiten konnen, daf} fiir die Baume hinreichend viel Platz geschaffen wird und sie
sich nicht tiberlappen. Das Ergebnis ist ein planares Labyrinth. Ein endlicher
Baum iiber dem Kreislabyrinth C, ist also genau dann quasiplanar, wenn C,
quasiplanar ist.

Um das Problem zu 16sen, wann der Fallenkandidat # im Fall ¢ # O A-Falle ist,
brauchen wir daher abgesehen von der Randpunktfrage statt der Quasiplana-
ritdt von F nur die des Kreislabyrinths C, zu untersuchen. Aus der Quasipla-
naritét von C, folgt dann sofort die von F und damit auch die verhaltenstreue
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Planarisierbarkeit von F.

Betrachten wir dazu wieder den A-Test £ mit seinen beiden A-flexiblen Kreisen
mit Markierung w; und ws.

(‘570) wy,wz € {5147OAanAau}A}+
und Cy, ,Cy, sind quasiplanar

Im Fall ¢ # O, wenn also das von A wiederholt abgelaufene Wegstiick kein
Testlauf ist, kénnen wir folgende Félle unterscheiden:

1. ¢ =w} neZ\{0}.

(0 wird ausgeschlossen, da n = 0 ¢ = O bedeutet und wir diesen Fall bereits
behandelt haben.)

q = w} bedeutet, daf3 die Maus abgesehen von Testldufen von irgendeinem
Schritt an ausgehend von Punkt O und einem bestimmten Zustand s, den
rechten Kreis |n|-mal durchlduft und zwar in positiver Richtung, falls n < 0
ist, und in Gegenrichtung, falls n > 0 ist, um anschlieend wieder in Zustand s
in Punkt O anzukommen und den ganzen Vorgang fiir immer zu wiederholen.

Entsprechend kann gelten
2. ¢ =wy,

3. d.h. anstelle des rechten wird der linke Kreis durchlaufen und schlieilich kann
gelten

4. g=wwy" .. wtwy™ k>1, n;,m; € Z\{0} (1<i<k),
d.h. das periodische Verhalten der Maus besteht abgesehen von Testldufen
darin, wiederholt zuerst den rechten Kreis mi-mal dann den linken Kreis
mi-mal, dann wieder den rechten Kreis no usw. zu durchlaufen, wobei ne-
gative Exponenten mdglich sind und bedeuten, dafi der betreffende Kreis in
Gegenrichtung durchlaufen wird.

Wenden wir uns zunichst den einfachen Fillen 1. und 2. zu und wihlen stell-
vertretend Fall 1. aus. 2. geht dann analog.

1. g =wl

Dabei kénnen wir O.B.d.A. von n > 0 ausgehen, denn die Kreislabyrinthe C,
und C,-: stimmen {iberein - wir gehen lediglich von 2 verschiedenen Orientie-
rungen aus - so daf} es auf das Gleiche hinauslauft, ob wir die Quasiplanaritét
von Cwln oder von Cwln untersuchen.
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Betrachten wir beispielsweise den Fall n = 2, dann sieht das Kreislabyrinth
Cw% SO aus

und man kann beweisen, daf} es nicht quasiplanar ist und fiir gréflere n eben-
falls nicht, so daf sich aus der Abwicklung (£*7,[p~']), in die wir die Maus
in diesem Fall schicken wollten, kein quasiplanarer Fallenkandidat gewinnen
148¢.

Nun kénnen wir die Maus aber anstatt in die Abwicklung (L7, [p~']) genau-
so gut in die Abwicklung (£L¥1, [p~']) schicken. Sie kann diese beiden Abwick-
lungen sowieso nicht unterscheiden. Der einzige Unterschied besteht darin,
daB auf jeden Kreisdurchlauf von A in (£*7 n in (£¥* kommen. Folglich ist
der Trager des Weges von A im zweiten Labyrinth ebenfalls endlich, so daf§
der Fallenkandidat auch aus £** gewonnen werden kann. Dieser Fallenkandi-
dat ist dann aber quasiplanar, da das Kreislabyrinth C,,, nach Voraussetzung
quasiplanar ist.

vt

abgesehen von Testliufen wiederholt abgelaufendes Wegstiick in £%1 bzw. £¥1.
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Wie sieht es nun mit der Frage nach Randpunkten aus, die nach der Einbet-
tung von F in die Ebene auflerhalb des Kreises liegen. Die Antwort auf diese
Frage hingt davon ab, ob der Kreis mit Markierung w; mehr nach links oder
mehr nach rechts dreht. Dementsprechend kann die Situation nach Einbet-
tung von F in die Ebene nédmlich so

W

oder so

aussehen, so daf} alle Randpunkte entweder auflerhalb oder innerhalb des
Kreises liegen. Wie sich der problematische zweite Fall vermeiden 148t, wer-
den wir spéter noch sehen.

Damit haben wir Fall 1. und 2. bis auf die Randpunktfrage erledigt und
kénnen uns nun Fall
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2. g=wi"wy" .wtwi™ k>1, n;,m; € Z\{0} (1 <i<k)
zuwenden. Betrachten wir dazu zunéchst einige Beispiele, wobei wir der Ein-
fachheit halber wieder von folgendem A-Test ausgehen:

A-Test L Wo = WASAOAN A
W] = OAMAWASA

2 1

a) ¢ =wjw,
In diesem Fall ist C, quasiplanar, da wir es iiberschneidungsfrei zeichnen
konnen, wenn wir die Kanten unterschiedlich lang malen:

1 1

b) g =wi wy
Auch hier stellen wir fest, dal C; quasiplanar ist:

e

¢) ¢ =w; wy!

Egal wie lang wir die Kanten in diesem Fall zeichnen, 148t sich eine Kan-
teniiberschneidung nicht vermeiden, d.h. C, ist nicht quasiplanar:

o
d) ¢ =wiw,

In diesem Fall ist C, ebenfalls nicht quasiplanar:
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Warum ist C, in den beiden oberen Beispielen quasiplanar und in den
unteren nicht?

Zshlen wir dazu die Anzahl der Links- und Rechtsdrehungen in den entspre-
chenden Kreisen:

in a) haben wir 7 Linksdrehungen

und 3 Rechtsdrehungen,

die Differenz ist also 4,

in b) haben wir 2 Linksdrehungen

und 6 Rechtsdrehungen,

so daf} wir -4 als Differenz erhalten,
in ¢) zdhlen wir 2 Linksdrehungen
und 10 Rechtsdrehungen,

was die Differenz -8 ergibt

und in d) schliellich 11 Linksdrehungen
und 3 Rechtsdrehungen,
was die Differenz 8 ergibt

Tatséchlich zeigt Budach, dafl ein Kreis genau dann quasiplanar ist, wenn der
Rotationsindex seiner Markierung, das ist die Anzahl der Links- minus der An-
zahl der Rechtsdrehungen geteilt durch 4 gleich 1 oder -1 ist, womit wir uns im
niichsten Abschnitt genauer befassen wollen.
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5 Quasiplanaritéit

Fiir v € R definieren wir den Rotationsindex

Rot(v) = 1/4 (Anzahl der Linksdrehungen
— Anzahl der Rechtsdrehungen beim Abschreiten eines Weges mit
Markierung v)

(Die formale Definition findet sich in [2].)

Wie man sofort sieht, verwandeln sich Links- in Rechtsdrehungen und umge-

kehrt, wenn man einen Weg in Gegenrichtung abschreitet. Betrachten wir dazu

den Weg mit Markierung v = (on)?w?s:

Dann z#hlen wir beim Abschreiten in Pfeilrichtung 4 Linksdrehungen und 1
Rechtsdrehung, d.h.

Rot(v) = 1/4(4 — 1) = 3/4. In Gegenrichtung werden aus Links- Rechts- und
aus Rechts- Linksdrehungen, so dafl wir

Rot(v) = 1/4(1 — 4) = —3/4 = —Rot(v) erhalten, was natiirlich allgmeingiiltig
ist.

Budach zeigt dann folgenden Satz:

Satz 5.1 Sei v € R mit f(v) # l(v). Dann gilt: C, quasiplanar < Rot(vf(v)) =
+1.

f(v) wird angehiingt, um auch noch eine mégliche Drehung im Ausgangspunkt
zu erfassen.

Wenn wir also z.B. den Weg im Beispiel um eine weitere Stidkante ergénzen und
zum Kreis zusammenschlielen, so miissen wir, um alle Drehungen einschlief§lich
derjenigen im Ausgangspunkt zu erfassen, nicht nur einmal ringsherum laufen,
sondern dann noch einen Schritt weiter.

o
Wir stellen dann fiir v' = (on)?w?s? fest, dal Rot(v'f(v')) = 1/4(5—1) = 1 gilt
und daf} der Kreis C,» im Beispiel nicht nur quasiplanar sondern sogar planar

ist.

o6



Nun zum Beweis des Satzes, der hier aber nur skizziert werden soll.

In der ,=“-Richtung, folgt die Aussage direkt aus einem Theorem von Riemann
und Hopf iiber die Drehung der Tangenten bei doppelpunktfreien geschlossenen
ebenen Kurven [3], [6].

In der ,,<=“-Richtung ist zu zeigen, daf} jeder Kreis, dessen Markierung Rotati-
onsindex + oder —1 hat, quasiplanar ist. Hier besteht der entscheidende Trick
darin, das Problem auf die Betrachtung von Spiralen zu reduzieren.

Unter einer Spirale verstehen wir die Markierung eines Weges, bei dessen Ab-
schreiten man sich abgesehen von Geradeausschritten immer nur in einer Rich-
tung dreht. Je nachdem ob wir uns dabei immer nur nach rechts oder immer
nur nach links drehen unterscheiden wir Links- und Rechtsspiralen.

w 0
s
n n s
n n
e » > -0
0 0 W W

Mit Hilfe des Rotationsindex kénnen wir eine Spirale wie folgt definieren:

s € R heifit Linksspirale [Rechtsspirale]
& Vs, s"” Prifix von s:

s’ Prifix von s”

= Rot(s") < Rot(s")

[Rot(s") > Rot(s")].

Wiéhrend wir also einen Weg ablaufen, der mit einer Spiralen markiert ist, ist
der Rotationsindex mit wachsender Wegldnge entweder monoton wachsend oder
monoton fallend, und zwar ist er monoton wachsend bei Linksspiralen und mo-
noton fallend bei Rechtsspiralen. Das Wort ,,Spirale“ ist dann der Oberbegriff
fiir Links- und Rechtsspiralen.

s € R heif}t Spirale :< s ist Links- oder Rechtsspirale

Schliefllich wollen wir einen Gang in einem Labyrinth, der mit einer Spirale
markiert ist, als Spiralgang bezeichnen.

Ziel ist zu zeigen, daf jeder Kreis, dessen Markierung Rotationsindex + oder
—1 hat, quasiplanar ist, indem das Problem auf die Betrachtung von Spiralen
reduziert wird. Genauer zeigt Budach, daf} jeder Gang in einem Labyrinth aus
einem Spiralgang mit gleicher Anfangsrichtung und gleichem Rotationsindex bis
auf Kantenausweitung durch ,Kantenbruch“ entsteht.

Dabei verstehen wir unter Kantenbruch, dafl eine einzelne Labyrinthkante mit
Markierung 7 durch einen Gang mit Markierung rr'r ersetzt wird, wobei die
Kante in Richtung r’ auf der in Richtung r senkrecht steht.
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Kanten- o— '

r bruch

Formal kénnen wir das so festlegen:

Sei i : D — D die Drehung gegen den Uhrzeigersinn, d.n. i(n) = w, i(w) = s,
i(s) = o und i(0o) = n. Dann beschreibt i~ gerade die im Uhrzeigersinn mit
i~'(n) = o0, i7'(w) = n, usw.

Wenn dann fiir zwei Labyrinthe £ und £ £ = L(P,r — rr'r,Q) und ' €
{i(r),i3(r)} gilt, sagen wir

L* entsteht aus £ durch Brechen von Kante (P,r, Q).

Dafl ein Labyrinth aus einem anderen durch Kantenbruch entsteht, bedeutet
dann wie iiblich, daf3 es durch Brechen keiner, einer oder mehrerer Kanten ent-
steht.

Um Budachs Ergebnis formulieren zu kénnen, brauchen wir noch zwei weitere
Notationen und zwar wollen wir das Labyrinth, das nur aus dem Gang mit
Markierung v besteht, von nun an mit G, bezeichnen und die Spirale, die man
erhiilt, indem man eine gegebene Anfangsrichtung r m mal im bzw. gegen den
Uhrzeigersinn dreht mit s)".

_5:

Z.B. ist s2 = nws und s,

sind dann

oswnos. Die zugehorigen Spiralganglabyrinthe

wobei die Kanten im 2. Fall wieder unterschiedlich lang gezeichnet sind.
Allgemein ist s)" fiir » € D und m € Z) also die Spirale s} = rory ...7|,, mit

o i*r), fallsm >0
AT i), fallsm <0
(0 <A< [ml).

In s kommen demnach |m| Drehungen vor und zwar sind es Linksdrehungen im
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Fall m > 0 und Rechtsdrehungen im Fall m < 0, so da8 sich als Rotationsindex
von s gerade m/4 ergibt. Es gilt also:

f(s™) =r und Rot(s") =m/4

Damit kénnen wir die Aussage, dafl jeder Gang in einem Labyrinth aus einem
Spiralgang mit gleicher Anfangsrichtung und gleichem Rotationsindex durch
Kantenausweitung und Kantenbruch entsteht, folgendermaflen prézisieren:

Lemma 5.2 Yv € R : G, entsteht aus QS4.not(v) durch Kantenausweitung und
F(v)
Kantenbruch.

Man ahnt vielleicht schon welche Rolle dieses Lemma spielt. Kantenausweitung

und Kantenbruch erhalten ndmlich die Quasiplanaritit von Labyrinthen. Wenn

wir also zeigen kénnen, dafi das Labyrinth G a.re:v) quasiplanar ist, tibertrégt
f()

sich das Ergebnis sofort auf G, und zwar auch dann, wenn wir die Ginge zu
Kreisen zusammen schlieflen.

Man kann sich die Aussage aus Lemma 3 wie folgt plausibel machen:

gegeben ein Labyrinth, das nur aus einem Gang besteht, kénnen wir zunéchst
alle Kantenausweitungen riickgéngig machen, was auf Anfangsrichtung und Ro-
tationsindex sicherlich keinen Einflufl hat. Der erhaltene Gang dreht dann in
jedem Punkt. Immer wenn er im Nachfolger eines Punktes anders herum dreht
wie im Ausgangspunkt, haben wir es mit einem Kantenbruch zu tun. Machen
wir nun solange Kantenbriiche riickgéngig, bis keine mehr da sind, dreht der
verbleibende Gang nur noch in einer Richtung, wobei Anfangsrichtung und
Rotationsindex erneut unveréndert geblieben sind. Damit haben wir aber ein
Spiralganglabyrinth erhalten, das die Bedingung aus Lemma 3 erfiillt.

Betrachten wir noch ein Beispiel dazu:

Das Ganglabyrinth G, bestehe aus einer Linksspiralen mit Anfangsrichtung nord
und 10 Linksdrehungen gefolgt von einer Rechtsspiralen mit 8 Rechtsdrehungen.
Der Rotationsindex von v ist daher 1/4(10 — 8) = 2.

(] (]
Q P

Gy entsteht dann aus G, durch Kantenausweitung und Kantenbruch wie folgt,
wobei die schwarzen Pfeile zeigen jeweils auf die Stelle zeigen, an der der néchste
Kantenbruch stattfindet:
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Damit sind wir in der Lage Rot(vf(v)) = £1 = C, quasiplanar zu zeigen.

Betrachte das Kreislabyrinth C, mit Anfangspunkt P. Dann stellen wir zunéichst
fest, dafl wir P stets so wihlen konnen, dafl f(v) # I(v) gilt, d.h. daf in
P eine Drehung stattfindet. AuBlerdem wollen wir der Einfachheit halber von
Rot(vf(v)) = +1 und f(v) = o aus gehen. Alle iibrigen Fille gehen dann analog.

Wegen f(v) = o kdnnen wir dann 2 Fille unterscheiden und zwar kann [(v) = s
oder I(v) = n, so daB wir im 1. Fall eine Links- und im 2. Fall eine Rechtsdrehung
in P hétten.

Wenn wir dann die beiden Kreise im Ausgangspunkt P auftrennen und jeweils
den Gang mit Markierung v betrachten, entfillt diese Drehung und wir erhalten
fiir den Rotationsindex Rot(v) =1—1/4=2 im 1. Fall und 1+ 1/4 = £ im 2.

Wir konnen dann Lemma 3 zum Einsatz bringen und erhalten, da§ das Gangla-
byrinth G, im 1. Fall aus G, 3 und im 2. Fall aus G, 5 durch Kantenausweitung und
Kantenbruch entsteht. Folghch entsteht das Krelslabyrlnth Cy aus Cgs bzw. Cgs
durch Kantenausweitung und Kantenbruch und da die letzteren beiden planar
bzw. quasiplanar sind (im 2. Fall sind zur Einbettung in die Ebene lediglich zwei
Kantenausweitungen erforderlich)

und sowohl Kantenausweitung wie Kantenbruch die Quasiplanaritit von Laby-
rinthen erhalten, folgt aus der Quasiplanaritit von CSS und ng sofort die des
Kreislabyrinths C, und der Satz ist bewiesen.

Daf insbesondere Kantenbruch die Quasiplanaritit von Labyrinthen erhélt, muf3
natiirlich bewiesen werden. Der Beweis findet sich in []. ]

Bevor wir zu unserem eigentlichen Thema, ndmlich der Einebnung von Fal-
lenkandidaten zuriickkehren, soll an dieser Stelle noch ein weiteres Ergebnis
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angefiihrt werden, das auf Satz 1 aufbaut und das spéter noch eine wichtigte
Rolle spielt.

Satz 5.3 Wenn die Kreislabyrinthe Cy,4, und Cy,g, quasiplanar sind, so ist
das Labyrinth

L

ebenfalls quasiplanar, sofern die direkten Nachbarn P und @ der Punkte O und
O' entweder beide ,,auflerhalb® oder beide ,innerhalb® des Kreises 0 “*3” liegen.
(Im Bild sieht es so aus, als ligen sie aulerhalb, weil der Gang mit Markierung
wa links von P und @ entlang fithrt. Ebenso hétten wir ihn aber auch rechts
davon einzeichnen koénnen.)

Die Worte auflerhalb und innerhalb sind oben in Anfiihrungsstriche geschrie-
ben, weil an dieser Stelle nicht geklirt ist, was es heifit, dafl ein Punkt in einem
quasiplanaren Labyrinth auflerhalb bzw. innerhalb eines Kreises liegt. Die Vor-
stellung dabei ist, daf3 das Labyrinth durch Kantenausweitung so in die Ebene
einbettbar ist, dafl das Bild des Punktes im eingeebneten Labyrinth aulerhalb
bzw. innerhalb des Kreises liegt. Dies kann mit Hilfe des Rotationsindexes fol-
gendermaflen formuliert werden.

Sei L das folgende Labyrinth, das aus einem quasiplanaren Kreislabyrinth C,
mit Anfangspunkt @) entsteht, indem wir @ iiber eine Kante in Richtung r mit
einem neuen Punkt P verbinden:

Sei I(v) = r' und f(v) = r", dann muf r ¢ {r",7} gelten, da andernfalls die
Labyrinthbedingung verletzt wére.
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Betrachten wir nun alle Moglichkeiten, wie die Situation in Punkt () aussehen
kann, stellen wir fest, dafl eine Bedingung dafiir, daf} das Bild von P nach der
Einbettung von £ in die Ebene auflerhalb des Bildes des Kreises liegt zu sein

scheint, da8 P in £ rechts vom Weg Q "5 Q liegt:
1. 2. 3.
P
. :
4' . .
Q"
r” ]
P r v ’?
Q
r »
o ,
\

Formal gibt die Differenz aus den Rotationsindizes von r'r’" und 'r Auskunft

dariiber, ob P rechts oder links von @) rl—r>” Q@ und zwar gilt:

Rot(r'r") — Rot(r'r) > 0in 1., 2., 3. und
Rot(r'r") — Rot(r'r) <0in 4., 5., 6..

Nun ist die Eigenschaft, daf§ P rechts von @ rl—r>” Q liegt, nur dann hinreichend
dafiir, dal sein Bild nach der Einebnung von £ auflerhalb des Kreises liegen
wird, wenn wir unterstellen, da3 Rot(vf(v)) = +1 gilt, was bedeutet, daf} im
Kreis Q - Q mehr Links- wie Rechtsdrehungen vorkommen. Sollte dagegen
Rot(vf(v)) = —1 gelten und damit die Anzahl der Rechtsdrehungen {iberwiegen,
dreht sich die Lage komplett um. Dann wird das Bild von P nach der Einebnung

von L innerhalb des Kreises liegen, wenn P in £ rechts von @ rl—r>” Q liegt und
auflerhalb, wenn er links davon liegt:
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Um die Begriffe innerhalb und auflerhalb formal zu definieren, miissen wir also
sowohl den Rotationsindex von v f(v) als auch das Vorzeichen von Rot(r'r'"") —
Rot(r'r) beriicksichtigen. Wir stellen dann fest, da§ der auflerhalb-Fall genau
dann eintritt, wenn beide das gleiche Vorzeichen haben und legen dementspre-
chend fest:

Definition 5.1 Seien v € R,r € D, f(v),l(v),r paarweise verschieden, £ La-
byrinth

und P ¢ supp(w) fiir w : Q 3 Q. Dann sagen wir:

P liegt auBerhalb von Q = Q
& sgn(Rot(vf(v))) = sgn[Rot(l(v) f(v)) — Rot(l(v)r)]
[ +1, fallsz>0

(dabei ist sgn(z) = { —1, sonst )

Wenn P dann nach Definition auBerhalb von Q@ = @Q liegt und Rot(vf(v)) = +1
gilt, C, also quasiplanar ist, so kann gezeigt werden, dafl £ durch Kantenaus-
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weitung tatsichlich so in die Ebene eingebettet werden kann, daf das Bild von
P im planarisierten Labyrinth auerhalb des Kreises liegt.

Wie man sich leicht {iberlegen kann, gilt das Gleiche dann aber auch fiir jeden
Punkt P und jeden Kreis eines quasiplanaren Labyrinths, sofern P von einem
auflerhalb liegenden direkten Kreisnachbarn durch einen Weg erreichbar ist, auf
dem kein Punkt des Kreises vorkommt.

Dementsprechend erweitern wir die Definition wie folgt:

Sei £ = (V, E) Labyrinth, w : Q = @ Kreis in £ und P € V.
Wir sagen P liegt auBerhalb von Q = Q

< es gibt einen Weg Py &> P, 55 ... % P, = P mit k> 1 und

(i) Po € supp(w) und P; & supp(w)(1 <i < k)

(ii) Py liegt auBerhalb von Q % Q

Fiir die Konstruktion von A-Fallen bedeutet das, dafl ein Fallenkandidat F A-
Falle ist, wenn er

(i) quasiplanar ist und

(ii) einen auflerhalb aller Kreise liegenden Randpunkt besitzt, denn Kanten-
ausweitung hat auf (ii) keinen Einfluf}.

Soviel zu den Begriffen auerhalb und innerhalb.

Damit ist klar, was in Satz 5.3 damit gemeint ist, da} die Punkte P und @
entweder beide auBerhalb oder beide innerhalb des Kreises O “3* O liegen
sollen. Der Beweis des Satzes lduft dann in groben Ziigen folgendermafen:

Beweisidee von Satz 5.3:

Da Kantenausweitung und Kantenbruch auf die Quasiplanaritit von Labyrin-
then keinen Einflufl hat, kénnen wir zunichst hergehen und in den Géngen
mit Markierung wy, w2 und ws solange Kantenausweitungen und Kantenbriiche
riickgéngig machen, bis keine mehr da sind. Wenn wir dann vom so erhaltenen
Labyrinth Quasiplanaritit nachweisen kénnen, iibertrigt sich das Ergebnis so-
fort auf das urspriingliche Labyrinth. Der Einfachheit halber kénnen wir aber
auch von vornherein annehmen, dafl wy,ws und ws Spiralen mit Drehungen in
jedem Punkt sind.

Budach unterscheidet dann zwei Fille, je nachdem ob die Spiralen wy und ws
entgegengesetzte oder gleiche Drehrichtung haben. Im weiteren Verlauf wollen
wir annehmen, daf8 Rot(w ws f(w;)) = +1 ist, daB der Kreis 0“3 0 also mehr
Links- als Rechtsdrehungen hat und daf} die Punkte P und @ auflerhalb liegen.

Die anderen Fille gehen dann analog.

Wenn die Spiralen ws und w3 dann entgegengesetzte Drehrichtung haben, und
auBerdem keine von beiden eine triviale Spirale mit Rotationsindex 0 ist, stellt
man fest, da} £ bis auf Drehung von 90°, 180° oder 270° und Riickgidngigmachen
von Kantenausweitungen folgende Form hat:
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Dabei sind die Alternativen fiir die erste und letzte Kante in 0 =3 0 gestrichelt
gezeichnet.

Man sieht dann leicht, dal unabhingig davon welche Alternative gewihlt wird,
die Spirale ws zum Rotationsindex von wqws f(wy) nichts beitrigt.

Es gilt also
Rot(wy f(w1)) = Rot(wyws f(wy)) = 1, so daB Cy, nach Satz 1 quasiplanar ist.

Budach zeigt dann umgekehrt, dafl der Einbau von O in den Gang eines qua-
siplanaren Labyrinths die Quasiplanaritit erhidlt und der Fall, da3 ws und ws
verschiedene Drehrichtung haben, ist erledigt.

Wenn w; und ws gleiche Drehrichtung haben oder eine von beiden eine trivia-
le Spirale ohne Drehungen ist, zeigt Budach, dafl £ bis auf Drehung um 90°,
180° oder 270° Grad, Riickgingigmachen von Kantenausweitungen und dem
Rotationsindex von wy und w3z wie folgt aussehen muf:

oder

Das bedeutet, daf} sich die Rotationsindices von wy und w3 dem Betrage nach
nur beschréankt unterscheiden kénnen, genauer weichen sie hochstens um 4, min-
destens aber um 2 voneinander ab (*).

Budach zeigt dann wieder umgekehrt: wenn man parallel zu einem Spiralgang in
einem quasiplanaren Labyrinth einen 2. Spiralgang gleicher Drehrichtung ein-

65



baut, so daf} die Rotationsindices (*) erfiillen, ist das so erhaltene Labyrinth
wieder quasiplanar und der Beweis des Satzes ist abgeschlossen. ]
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6 Fallenkonstruktion II

Betrachten wir noch einmal das 3. Beispiel am Ende von Kapitel 4. Als A-Test
sind wir von folgendem Labyrinth £ ausgegangen und hatten angenommen, daf3
das periodische Verhalten der Maus darin besteht, abgesehen von Testldufen erst
zweimal den rechten und dann einmal den linken Kreis jeweils in Gegenrichtung
zu durchlaufen, d.h. da8 ¢ = w; %w, ' ist.

A-Test,
L

Wy

_ -2 1
qg=w Wy

Cqy (mit unterschiedlich lang gezeichneten Kanten)

Da Rot(qf(q)) = 2 gilt, ist C, nach Satz 1 nicht quasiplanar. Um den zugehorigen
Fallenkandidaten dennoch verhaltenstreu in die Ebene einbetten zu koénnen,
miifiten wir den Rotationsindex von ¢f(¢) dndern kénnen, ohne dafl die Maus
ihr Verhalten wesentlich &ndert.

Wenn es z.B. moglichwére zwischen wy L und wy ! noch eine Linksspirale mit
3 Linksdrehungen zu héingen, wire der Fallenkandidat quasiplanar und wir
miifiten uns nur noch um die Randpunktfrage kiimmern:
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Nun konnen wir aber nicht davon ausgehen, dafl ein solcher Spiraleinbau auf
das Verhalten der Maus keinen wesentlichen Einfluf3 hat.

Dieses Problem ist uns in #hnlicher Form schon einmal begegnet, als es darum
ging, den Fallenkandidaten durch Ausweitung seiner Kanten so in die Ebene
einzubetten, daf} sich das Verhalten der Maus dadurch nicht wesentlich #ndert.
Wir hatten uns dazu tiberlegt, daf3 die Maus aufgrund ihres endlichen Gedécht-
nisses zwar durchaus unterscheiden kann, ob eine Kante einmal oder mehrmals
hintereinander in eine bestimmte Richtung fiihrt, dafl es aber eine Zahl a gibt,
so daf} sie nicht mehr auseinanderhalten kann, ob sie einen geradeauslaufenden
Gang der Liange « einmal oder mehrmals hintereinander abgelaufen ist. Ursache
dafiir ist, daf} ein endlicher Automat immer nur ein modulo-Zahler ist und sich
die Maus die Anzahl ihrer Geradeausschritte daher immer nur modulo einer
bestimmten Zahl merken kann.

Das gleiche gilt aber auch fiir Drehungen. So wird ihr Verhalten nach einer 360°
Drehung beim Durchlaufen eines Spiralgangs moglicherweise anders aussehen
als nach zweien, aber es wird auch hier wieder eine Zahl a geben, so daf sie a
360°-Drehungen von 2q, 3a, 4« Stiick usw. nicht mehr unterscheiden kann.

Fiir unser Beispiel bedeutet das, dafl wir zwar mit einer deutlichen Verhal-
tenséinderung rechnen miissen, wenn wir zwischen w, ' und w; ! eine zusitz-
liche Linksspirale einbauen, wenn aber an dieser Stelle von vornherein bereits
eine entsprechende Anzahl von Linksspiralen sitzen wiirde, dann kénnten wir
ihre Zahl verdoppeln, verdreifachen usw., ohne die Maus dadurch entscheidend
zu beeinflussen und hétten somit ein Regulationsmechanismus fiir den Rotati-
onsindex gewonnen.

Tatséchlich kann man Lemma 2 sehr viel allgemeiner beweisen, als wir das hier
getan haben und zwar fiir beliebige Ginge anstelle einzelner Kanten. In dieser
Form lautet das Lemma dann:

Lemma 6.1 Fiir jede Maus A und fiir jedes v € R gibt es eine Zahl a(v) € N,
so daf fiir jedes Prilabyrinth £ = (V, E) und fiir jedes t € N folgendes gilt:

(P’va(v),Q) € E= LAAL(P, o) | va(v)'t,Q)

In Worten:fiir jedes v € R existiert eine natiirliche Zahl a(v), so dafl man
jede Prilabyrinthkante mit Markierung v®(®) in einem Prilabyrinth £ beliebig
ausweiten kann und dadurch immer wieder ein Prilabyrinth erhilt, dafl zum
Ausgangsprélabyrinth A-treu ist.

Fiir das Labyrinth £* bedeutet das, da man jeden Gang mit Markierung v®(®)
beliebig ausweiten kann, ohne daf} sich das Verhalten der Maus dndert, wenn
wir sie nur in den Gangendpunkten und im iibrigen Labyrinth beobachten.

Da sich der Beweis nicht sehr von dem unterscheidet, den wir fiir den einfachen
Fall der einzelnen Richtung gefiihrt haben, wollen wir ihn hier nicht besprechen.
Man kan ihn in [ ] nachlesen.

Unser Ziel ist die verhaltenstreue Planarisierung von Fallenkandidaten und die
neue Idee besteht darin, im A-Test an bestimmten Stellen von vornherein spezi-
elle Rechts- bzw. Linksspiralgénge vorzusehen, durch deren Ausweitung der Ro-
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tationsindex des Kreislabyrinths C, gesteuert werden kann. Aufgrund des Lem-
mas konnen wir dabei davon ausgehen, dafl die Ausweitung auf das Verhalten
der Maus keinen wesentlichen Einfluf hat, sofern diese Spiralgénge ausreichend
viele Windungen haben.

Betrachten wir die folgenden 4 A-flexiblen Spiralgénge

‘1 Y
2
N S > S N
W
'y Q
B s E
Q W
Sy = WANAOASA sh = wasa0ana
sT = oanawasa S, = 0ASAWANA

deren Markierungen zur Abkiirzung mit s,, s;, s} und s, bezeichnet werden,
wobei der untere Index die Anfangsrichtung und der obere die Drehrichtung
angibt, und zwar steht + fiir Links- und — fiir Rechtsspiralen.

Fiir jede dieser Spiralen gibt es dann aufgrund des Lemmas eine Zahl a, so daf§
die Maus nicht unterscheiden kann, ob sie in einem Labyrinth a mal oder ein
Vielfaches davon durch einen solchen Spiralgang gelaufen ist.

Um spéter nicht zwischen den a-Werten der 4 Spiralen unterscheiden zu miissen,
bilden wir wieder ihr kgV':

Sei T = KgV{a(sy), alsh),alst), als;)}

Die Markierungen, die man erhilt, indem man jede dieser 4 Spiralen T4y mal
hintereinander hingt, nennen wir dann Wirbel, wobei wir in Analogie zu den
Spiralen den negativen und positiven Westwirbel sowie den positiven und nega-
tiven Ostwirbel unterscheiden und folgende Bezeichnungsweise einfiihren:

wirby, = (s;)™ (negativer Westwirbel)
Sei wirbf = (s5)T4 (positiver Westwirbel)

wirby = (sF)T4  (positiver Ostwirbel)

wirb; = (s7)T4 (negativer Ostwirbel)

Wir wissen dann aufgrund des Lemmas, dafl jeder Gang in einem Labyrinth, der
mit einem dieser Wirbel markiert ist, beliebig ausgeweitet werden kann, ohne
daB} sich das Verhalten von A dadurch wesentlich veréindert, und haben somit
eine Moglichkeit an der Hand, den Rotationsindex zu steuern.

Betrachten wir dazu den positiven Westwirbel, der aus der Spirale s} entsteht.
Dann gilt:
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Rot(s})) = 3/4, Rot((s)?) = 7/4 = Rot(s})+ 1, Rot((s})?) = Rot((s})?)+1 =
Rot(s}) + 2, usw.

D.h. der Rotationsindex erhoht sich fiir jedes weitere Anhfingen von s, um 1,
so daf} wir allgemein

Rot((s)*) = Rot(s}) + (k — 1) = k — 1/4 erhalten.
Insbesondere gilt dann fiir den positiven Westwirbel:
Rot((wirbt)k+D

= Rot((sf)Ta*+D)) = Ty(k 4+ 1) — 1/4

= Rot((s})T4) + kT4

= Rot((wirb})) + kTa

- und fiir die anderen Wirbel gilt Entsprechendes -, so dafl wir folgende Beob-
achtung festhalten kénnen:

Beobachtung:

Iteriert man einen positiven (negativen) Wirbel (k+1)-mal erhoht, (vermindert)
sich der Rotationsindex um kT4.

Wir wissen, dafl die Iteration von Wirbeln auf das Verhalten der Maus keinen
entscheidenden Einflufl hat. Im folgenden Beispiel mit T4 = 4 wiére sie also,
sofern sie den Gang mit dem negativen Ostwirbel {iberhaupt durchlduft stets
im gleichen Zustand, wenn sie einen der eingekreisten Punkte erreicht.

nA
OA
O O O @ 0
-

wirlg

Gleichzeitig senkt bzw. erhoht die Wirbeliteration aber den Rotationsindex um
Vielfache von T4, so dal wir sie nutzen kénnen um den Kreis mit Markierung
q im Fallenkandidaten verhaltenstreu zu planarisieren.

Wir miissen lediglich dafiir sorgen, dafl von vornherein wenigstens ein positi-
ver und ein negativer Wirbel in ¢ auftritt und das erreichen wir, indem wir
die Wirbel bereits im Beobachtungslabyrinth vorsehen, und zwar an folgenden
Stellen:
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A-Test
Wy
5 M wirb’
W, O o
wirb
o
d.h.
wy = wirb}sfwirb, und
wy = wirblstwirb,

Man beachte, dafl wir in den Fillen ¢ = O, ¢ = w} und ¢ = w}, in denen wir
bereits quasiplanare Fallenkandidaten konstruiert haben, vom A-Test lediglich
verlangt haben, daf die beiden Kreislabyrinthe C,,, und C,, A-flexibel und qua-
siplanar sind und dafl Anfang und Ende von w; und ws o und s bzw. w und n
sind.

Da der neue A-Test diese Bedingungen erfiillt, kénnen wir alle zuvor erzielten
Losungen darauf iibertragen und daher von nun an davon ausgehen, daf3 der
A-Test generell wie oben angegeben aussieht.

Insbesondere sind C,,, und C,,, quasiplanar, da sich in wy die Linksdrehungen im
positiven Ostwirbel und die Rechtsdrehungen im negativen Westwirbel gegen-
seitig autheben und in ws fiir den positiven West- und den negativen Ostwirbel
das Gleiche zutrifft, so daf sich in beiden Fillen Rotationsindex 1 ergibt.

Genauer errechnen wir:

Rot(wy f(w1)) = Rot(wy)+ Rot(l(wy) f(wy)) = Rot(s))+ Rot(so) = 3/4+1/4 =
1.

Entsprechend zeigt man:
Rot((w2f(w2)) =1
d.h. Cy, und C,, sind quasiplanar.

Damit ist aber auch der gesamte A-Test quasiplanar und kann durch Kanten-
ausweitung in die Ebene eingebettet werden, was hier fiir den einfachsten Fall -
nimlich T4 = 1, wo jeder Wirbel mit der zugehérigen Spirale iibereinstimmt -
einmal durchgefiihrt ist:
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s W|rbW erb0

wirly, wirb, S

Bevor wir uns nun wieder der Diskussion des Falls zuwenden, in dem die Mar-
kierung des reduzierten wiederholt abgelaufenen Wegstiicks der Maus im A-Test
von der Form ¢ = wi w3 ... w*wj™ ist, wollen wir noch einmal auf die noch
offene Randpunktfrage im Fall ¢ = w]" zurtickkommen. Dabei sind wir 0.B.d.A.
von n > 0 ausgegangen und haben den Fallenkandidaten F aus der Abwicklung

L™ konstruiert, indem wir die Wege an geeigneten Stellen gekappt haben:

F ist dann sicher quasiplanar, da es ein endlicher Baum iiber dem Kreislabyrinth
Cw, ist und Cy, fiir wy = wirb} sFwirb, wegen Rot(w, f(w1)) = 1 quasiplanar
ist.

Um nun die Frage nach der Existenz eines auflerhalb des Kreises mit Markierung
wy liegenden Randpunkts zu beantworten, stellen wir zuniichst fest, dafl der
Punkt P der durch einen Schritt nach Westen von O aus erreichbar ist, rechts
vom Weg Q' 23Q" liegt. Da Rot(w, f(w;)) > O gilt, der Kreis mit Markierung w;
also mehr nach links als nach rechts dreht, bedeutet das, dafl P nach Definition
auBerhalb dieses Kreises liegt. Damit liegt aber auch jeder Randpunkt von F
auflerhalb, den wir erreichen, wenn wir einen der Baumiiste entlang wandern,
bis es nicht mehr weitergeht, z.B. also bis zum Punkt P'.
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F ist also quasiplanar und P’ ist ein auflerhalb aller Kreise liegender Randpunkt
von F. Und da die zweite Eigenschaft bei der Einbettung von F in die Ebene
erhalten bleibt, ist F somit A-Falle und wir sind fertig.

Gehen wir nun wieder davon aus, da8 ¢ = wiwy" ... wi*wy™ die Markierung

des reduzierten wiederholt abgelaufenen Wegstiicks der Maus ist, und wenden
uns dabei zuerst dem Spezialfall ¢ = w%w;l zu, den wir am Ende von Kapitel
4 ebenfalls bereits betrachtet haben. Da sich die Drehungen in den Wirbeln
am Anfang und am Ende von wy = wirb} sfwirby, und wy = wirb}stwirb;
gegenseitig aufheben, erhalten wir wie fiir wy = s und ws = s}, Rot(qf(q)) = 2,
d.h. C, ist nicht quasiplanar.

Im Gegensatz zu vorher kénnen wir nun aber durch die Iteration von Wirbeln
den Rotationsindex um Vielfache von T4 senken oder erhthen, ohne daf} die
Maus ihr Verhalten wesentlich dndert. Das Problem ist, daf} sich auf diese Weise
in der Regel nicht +1 oder —1 erreichen 14ft.

Nun kénnen wir einen endlichen und A-flexiblen Fallenkandidaten F statt aus
der Abwicklung £7? auch aus der Abwicklung Lo gewinnen, in der alle im
Anfangspunkt beginnenden reduzierten Wege im A-Test abgewickelt sind bis
auf den Kreis mit Markierung ¢74, und die im Beispiel ¢ = ww, ! schematisch

so aussieht:

L£9Ta

Auch in dieser Abwicklung bleibt der Triiger des Weges von A endlich, der einzi-
ge Unterschied besteht darin, dafl auf einen Kreisdurchlauf von A in der neuen
Abwicklung T4 in der Abwicklung £9 kommen, so dafl sich ein endliches A-
flexibles Unterlabyrinth F extrahieren 148t, das A von £9™* nicht unterscheiden
kann, wenn sie im Punkt [p~!] gestartet wird.
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Wie man sich leicht iiberlegen kann, gilt dann fiir den Rotationsindex

Rot(q™4 f(¢™)) = Ta - Rot(qf(q)), so daB wir im Beispiel ¢ = wiw,*

Rot(q™ f(¢™)) = Ta -2 erhalten. Und nun haben wir durch den Einbau zusitz-
licher Wirbel immerhin die Moglichkeit Rotationsindex 0 zu erreichen, ohne daf}
die Maus ihr Verhalten wesentlich #ndert, indem wir z.B. ans Ende von ¢74, das
ja mit wy ! und damit mit dem Inversen des positiven Westwirbels endet, zwei
weitere dieser inversen Wirbel héngen. Wir bilden also

G = q" (wirb})2
und erhalten dann
Rot(f(4)) = Rot(¢"™ f(¢™)) —2T4 =0

Unser Ziel ist aber Rotationsindex +1 oder —1 zu erreichen. Da Rot(w, f(wy)) =
1 gilt, liegt es nahe, ein w; an § anzuhfingen bzw. das erste w; aus ¢ herauszu-
nehmen. Sei also ¢’ = Gw; und ¢ = wiw; ' ¢~ (wirb})~2, dann erhalten wir,

da Rot(zy) = Rot(zf(y)) + Rot(y) fiir alle zy € R gilt:

Rot(q' f(¢') = Rot(qf(w1)) + Rot(w1f(q)) = Rot(qf(q)) + Rot(w: f(wi)) =
0O+1=1

und Rot(¢f(q)) = Rot(w: f(w1)) + Rot(q" f(q)) = 1+ Rot(q" f(q"))
dh. Rot(q" f(¢")) = —1.

Sowohl Hinzufiigen als auch Herausnehmen eines w; fithren also zu quasipla-
naren Kreislabyrinthen Cy bzw. Cyv. Das Problem ist, daf§ die entsprechenden
Umbaumafinahmen im Fallenkandidaten bewirken kénnen, dafl die Maus ihr
Verhalten dndert und alle auerhalb des Kreises mit Markuerng ¢’ bzw. ¢ lie-
genden Randpunkte besucht, so dal wir daraus kein fangendes Netzlabyrinth
mehr konstruieren kénnen.

it (wirty?

it (wirty



Der entscheidende Trick besteht nun darin, die beiden Kreislabyrinthe 7, und
Fyo im Weg mit Markierung w? zur Deckung zu bringen, d.h. wir schieben sie
zusammen zu folgendem Labyrinth £; mit zwei Kreisen:

(wirky?

Wir wissen dann aufgrund von Satz 2, da3 £1 quasiplanar ist, da jedes Kreisla-
byrinth fiir sich quasiplanar ist und die Punkte P und @) auflerhalb des oberen
Kreises liegen. Wenn wir die Situation in den Punkten O; und O, némlich ge-

2 2
nauer zeichnen, sieht man, da @ und P links von Q; Q5 bzw. P, P, liegen,
wiahrend der obere Kreis mehr nach rechts als nach links dreht und das heifit ja
gerade, daf} sie auflerhalb liegen.

Q1 P
Q Py
Q2
+1
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Wenn wir dann in allen Punkten von £, die von O aus durch einen reduzierten
Weg erreichbar sind, dessen Markierung aus {wy, w, 1}* ist, alle im Startpunkt
beginnenden reduzierten Wege des A-Tests in die noch freien Richtungen ab-
wickeln und dann die Maus in dem Punkt starten, den man erreicht, wenn man
von O aus den Weg mit Markierung p~! ablduft (p war die Markierung des
Vorlaufs der Maus im A-Test bevor ihr Verhalten periodisch wird), so lduft sie
abgesehen von Testliufen zuerst den Weg mit Markierung p~! in umgekehrter
Richtung entlang, um dann fiir immer abwechselnd erst einmal durch den unte-
ren und dann einmal durch den oberen Kreis zu laufen. Der Tréger ihres Weges
bleibt also auch in dem so erhaltenen Labyrinth £, endlich, so daf3 wir einen
endlichen und A-flexiblen Fallenkandidaten F» in der bekannten Weise durch
Kappen der Aste auch aus £, konstruieren kénnen.

(wirty,

N

Dieser Fallenkandidat ist dann A-Falle, wenn er quasiplanar ist und einen au-
Berhalb aller Kreise liegenden Randpunkt besitzt. Quasiplanar ist er bestimmt,
da er ein endlicher Baum {iber dem endlichen Labyrinth £, ist, von dem wir ja
wissen, dafl es quasiplanar ist.

Es verbleibt also nur noch die Frage nach einem auflerhalb aller Kreise liegenden
Randpunkt zu kliren. Betrachten wir dazu die Lage im Punkt R genauer.
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wy endet mit Siid wihrend w3 ! damit beginnt, so daB die beiden iibrigen in R
beginnenden Wege nach Osten und Westen fiihren. Sei P’ der Punkt in F» der
durch einen Schritt nach Westen von R aus erreicht wird. Klar, P’ liegt rechts

von R S—2>R2 und damit auflerhalb des unteren Kreises, der ja Rotationsindex
+1 hat. P’ liegt aber auch auflerhalb des oberen Kreises, da bereits der Punkt
@ auBlerhalb davon liegt und P’ von @ aus iiber einen Weg erreichbar ist, der
nicht {iber Punkte des oberen Kreises fiihrt.

Wenn wir dann von P’ aus weiterlaufen, bis wir einen Punkt P” erreichen, von
dem aus es nicht mehr weitergeht, so ist daf§ ein auflerhalb aller Kreise liegender
Randpunkt von Fs, d.h. F ist A-Falle.

Wir kénnen dann wie bereits besprochen hergehen und die A-Falle durch Aus-
weitung ihrer A-flexiblen Génge verhaltenstreu in die Ebene einbetten, um das
Labyrinth einen Rahmen aus markierten Punkten legen und nur einen Punkt
als Ausgang freilassen, den wir mit dem Bild von P" in der planarisierten Falle
durch einen Weg verbinden und schliefilich noch alle Nichtlabyrinthpunkte im
Inneren des Rahmen markieren. Die markierten Punkte definieren dann ein La-
byrinth im D6ppschen Sinn und wenn wir dann die Maus in dem Punkt starten,
auf den der Startpunkt der A-Falle bei der Einbettung in die Ebene fillt, so
wird sie fiir immer herumirren und nie den Ausgang finden.

Alles was wir jetzt am Beispiel ¢ = wiw, ! durchgesprochen haben, 148t sich
direkt verallgemeinern fiir den Fall, daf sich in ¢ = wi' w5 ... wi*wy"™ minde-
stens ein Exponent betragsméfig von 1 unterscheidet. Angenommen dieser Ex-
ponent ist ein m; mit m; < 1 - die iibrigen Fille gehen analog -, dann kénnen wir
zunichst wieder durch Iteration eines Wirbels in ¢4 ein ¢ mit Rot(Gf(§)) = 0
erreichen und anschliefend fiir § = quw}**¢2 folgendes Labyrinth £; konstruie-

ren:
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Aus £; 148t sich dann wie fiir den Spezialfall ¢ = wiwy ! demonstriert eine

A-Falle gewinnen.

Wenn sich dagegen kein Exponent von +1 oder —1 unterscheidet, ist noch einmal
eine andere Vorgehensweise erforderlich, die hier aber nur noch andeutungsweise
vorgefiihrt werden soll, da wir den schwierigeren Fall bereits erledigt haben.

Sei also ¢ = wtwy™ .. wiFwy™ ng,m; € {+1, -1} (1 <i <k)

Um hier vom Kreis mit Markierung ¢”4, fiir den ja durch Wirbeleinbau § mit
Rot(Gf(G)) = 0 erreicht werden kann zu einem quasiplanaren Kreis mit Rota-
tionsindex +1 oder —1 zu gelangen, kénnen wir ein w; oder sein Inverses in
folgender Weise abspalten. Dabei gehen wir fiir die Zeichnung davon aus, daf
q= q1w1w51w1w2w1q2 gilt (die iibrigen Fille laufen dann analog):

Wir stellen dann fest, daf fiir ¢' = qyw?q2q"2 7" Rot(¢'f(q')) = Rot(q™ f(q™))—
1 gilt, so dal der Kreis mit Markierung ¢‘ durch Wirbeleinbau auf Rotations-
index —1 gebracht werden, da Rot(q™ f(q*4)) ein Vielfaches von T4 ist. Sollte
einem das nicht passen, weil man keinen auflenliegenden Randpunkt findet, kann
man die ”Drehrichtung ”umkehren indem man das Herausziehen von wq, das
wir hier nur einmal durchgefiihrt haben, (T4 — 1)-mal durchfiihrt.
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Fiir diesen Kreis gilt dann Rot(q")f(q")) = Rot(q™ f(q™) =T +1, wobei ¢"" =
(qrw?q2)Ta~1q ist. Der Rotationsindex ist also um T4 — 1 geringer als der vom
urspriinglichen Kreis mit Markierung ¢74 und kann daher durch Wirbeleinbau
auf +1 gebracht werden, da Rot(q4 f(q%4)) — T4 ein Vielfaches von T} ist.

Da die beiden Kreise unterschiedliche Drehrichtung haben, wird wenigstens einer
von beiden geeignet sein, um im Fallenkandidaten einen auflerhalb aller Kreise
liegenden Randpunkt zu finden.
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