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Zusammenfassung:

Aufbauend auf den Ergebnissen von A. Mrose iiber extremale Kontinuanten werden im folgenden zwei
Majorantentheoreme fiir Kontinuanten bewiesen. Es wird gezeigt, daB8 eine Kontinuante aus einer Folge
natiirlicher Zahlen, die alle groer oder gleich drei sind, durch die Kontinuante majorisiert wird, die durch
Ersetzung jedes Folgenelements durch ihren Mittelwert entsteht. Fiir rationale Zahlen gilt diese Aussage
im allgemeinen nicht.

In der Hilfte aller Fille folgt das Ergebnis aus einer weiteren Abschatzung, die man durch einfache
Diskussion bestimmter linearer Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten erhalt.



0. Im Zusammenhang mit der Bestimmung optimaler regularer Mengen [1], die sich aus dem von Hofmei-
ster [2] formulierten und von Mrose [3] vollstandig gelGsten regularen Reichweitenproblem ergeben, ist es
notwendig, iiber Abschatzungen fiir Kontinuanten zu verfiigen. Diese sind Gegenstand der vorliegenden
Arbeit.

Kontinuanten sind spezielle Determinanten — sogenannte Kettenbruchdeterminanten — folgenden Typs

zz -1 0 0 ... 0 O

1 zo -1 0 ... 0 O

0 -1 z3 -1 ... 0 O
C(.’L’l, .. .,.’L’k) =

0 0 0 0 ... -1 =z

wobei z1,...,z; € R.

Sie konnen fiir k£ > 1 rekursiv definiert werden durch die Funktionalgleichungen
C(z1,...,zr) = z1C(2a,...,2x) — C(z3,...,2k)

oder
C(z1,...,zk) = 2kC(z1,. .., 2k-1) — C(21, ..., Tk-2),

wenn man von den Anfangsbedingungen

1, fallss=r—1
C(zr,‘--,ra)“{o, falls s <r—1

ausgeht.

Im Folgenden soll gezeigt werden, daB jede Kontinuante C(z1, ..., z¢), deren Elemente natiirliche Zahlen
grofer gleich 3 sind, durch die Kontinuante majorisiert wird, die man erhalt, wenn man die zy,...,Zk
jeweils durch ihren Mittelwert ersetzt. DaB die z1, ..., z; natiirliche Zahlen sind, ist dabei eine wesentliche
Voraussetzung, da dieser Majorantensatz fiir rationale Zahlen im allgemeinen nicht gilt.

Den anschlieBenden Untersuchungen liegen folgende Bezeichnungen zugrunde. Um die Exponentiation
reeller Zahlen von der Exponentiation endlicher Folgen reeller Zahlen unterscheiden zu konnen, werden
letztere von nun an immer in spitze Klammern <, > eingeschlossen. Fiir zwei Folgen

p=<=zi,...,2, >ER"und 0 =< g1, ...,Yym >€ R™ (n,m > 0) sei dann

- poo=<2zy,...,Tn, Y1, ---,ym > (Konkatenation von y; und ps)

p° =<> (leere Folge) und pit! = piopfiir i >0 (Exponentiation von p)

|| =n (Lange von p)

llpll =i ;2 (Elementsumme von p)

M(p) = q%ll (Mittelwert von u)



- sp(p) =< Zn,...,x1> (Spiegelbild von pu)
Schlieflich ist fir M C R und n € R

- M*=2,M und M* = M*\{<>}

- My,={jeM/j>n}

Mit #(M) wird die Machtigkeit der Menge M bezeichnet.

Im Folgenden soll also fiir p € N3,
C(w) < O(< M(w) >

gezeigt werden, wobei der Beweis auf einem von Mrose [3] erzielten Ergebnis aufbaut, in dem ”extremale”
Kontinuanten charakterisiert werden.

Definition: (Mrose)

Eine Kontinuante C(u)(p € N;z) heifit extremal

@ C(4) = Maz{C(0)/o € Ny, o] = u] und [|o]| = [|u]}
Definition: (Mrose)

p=<zj,...,o; > heiit homogen: &

(i) IbeN:pe{bb+1}k

(i) Wenn z; = b und z;4; = b+ 1 und es existiert ¢t € N mit z;_; # 114+, dann gilt fiir das kleinste
t mit dieser Eigenschaft:
zi—: = b+ 1 und z;414: = b. Existiert kein solches ¢, so gilt ¢ < %

(iii) Wenn z; = b+ 1 und z;4+; = b und es existiert ¢t € N mit z;_; # Zi4141, so gilt fiir das kleinste ¢
mit dieser Eigenschaft:
z;—: = bund ;414 = b+ 1. Existiert kein solches ¢, so gilt ¢ > %

Satz 1: (Mrose, s. Satz 3.6 in [3])
Ist u € N3,, so ist C(p) genau dann extremal, wenn g homogen ist.

Ausgehend von diesem Ergebnis ist es ausreichend, den angekiindigten Majorantensatz fiir Kontinuanten
aus homogenen Zahlenfolgen zu beweisen. Deshalb sollen homogene Folgen kurz genauer untersucht
werden.

Definition: (Mrose)

Eine homogene Folge p heifit elementar :<> 3b € N : p € {b,b+1}* und b kommt in p hchstens einmal
vor.



Beobachtung: (Mrose, s. Satz 26 in [3])

Fiir eine homogene Zahlenfolge p existiert b € N, so da§

pe{b+ 1} u{b} x {b+1}r U {b+ 1} x {b},
sofern u elementar ist, und

p € {b} x {b,b+1}* x {b+ 1} x {b,b+ 1}* x {b}

andernfalls.

Mrose zeigt anschlieBend, da8 die Differenzenfolge der Indizes, fiir die in einer nichtelementaren homoge-
nen Zahlenfolge der Kleinere der beiden moglichen Werte auftritt, selbst wieder homogen ist (s. Satz 3.3
in [3]):

Definition: (Mrose)

< di,...,d, > heiit D-Folge einer nichtelementaren homogenen Zahlenfolge
p=<=z,...,zr>€ {bb+ 1}
iy, .1 i dj =441 —3; (1<j<n)  und{i1,...,in41} = {j/1 < j <k und z; = b}

Satz 2: (Mrose, s. Satz 3.3 in [3])

Die D-Folge einer nichtelementaren homogenen Zahlenfolge ist homogen.
Ausgehend von diesen Ergebnissen, kann man leicht zeigen

Lemma 3:

Fiir jede homogene nichtelementare Zahlenfolge p € {b,b+ 1} existieren py, ..., s, (r > 1), so daB
(i) p=<b>opio...opu,,
pi € {b+1}* x {b} und ||p;| — |p;|| < 1firalle1 <4,j <r
oder
(i) p=<b>"opo...op, (n>1)
und p; € {b+1} x {b}* firalle1 <i<r

Bemerkung: Die Eigenschaft ||u;| — |pj]| < 1 kann auch im Fall (ii) gezeigt werden, wird aber im
Weiteren nicht gebraucht.

Beweis: Sei p nach Voraussetzung gegeben. Da p nichtelementar und damit von der Form
p=<b>op'o<b+1>opu"o<b> ist, muB es eine Zerlegung

pu=<b>"opjo...ou, (n,r>1)
geben mit y; € {b+ 1} x {b}* (1<i<r).
AuBlerdem stellt man fest, daB sich fiir homogenes und nichtelementares u die Falle
p=plo<bb>opyund p=pho<b+1,b+1>op)
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gegenseitig ausschlieBen. Andernfalls kime namlich in der zugehérigen D-Folge eine 1 und ein y > 3 vor,
was im Widerspruch zu ihrer Homogenitat stiinde.

Folglich ist entweder n = 1 und g; € {b+ 1}* x {b} fiir alle 1 < i < r oder p; € {b+ 1} x {b}* fiir alle
1<ir.

Geht man von ersterem aus und nimmt an, es gabe 1 < ¢, < r mit ||| — |p;]| > 2 so ware

p=po<b>o0<b+1>F 0<b>op)
=pho<b>o0<b+1>F0<b>op

mit |k, — k| > 2. Damit erhielte man aber erneut einen Widerspruch zur Homogenitat der D-Folge von
i, in der sowohl k; + 1 als auch k2 + 1 vorkamen. 1

Der Beweis, daB C(p) < C(< M(p) >!#!) fiir homogene Zahlenfolgen p € {b,b+ 1}* mit b > 3 gilt,
gliedert sich in zwei Teile. Im ersten Teil, wird die Behauptung fiir elementare u gezeigt und fiir solche,
die Eigenschaft (i) aus Lemma 3 erfiillen. Fir Letztere kann gezeigt werden, da man eine monoton
wachsende Folge von Kontinuanten erhalt, wenn man zu < b > oujo...opu,

C(< M(<b>opjo...0opp) >+ sl Oflp41©...0 fir)

fir 1 < p < r bildet. Bei ”elementweisem” Vorgehen erhalt man nicht immer eine monoton wachsende
Folge von Kontinuanten, wie die beiden folgenden Beispiele zeigen, die gleichzeitig demonstrieren sollen,
daB der Mojarantensatz im allgemeinen nicht fiir rationale Zahlen gilt:

- C(<M(<34>30<4>0<3,4>)>MN0<3>) >
C(<M(<3,4>%0<4>0<3,4>2>0<3>)>!%)

- C(<M(<3>0<4>*)>%¥0<4,3>) >
C(< M(<3>0<4>%)>%0<3>) >
C(< M(<3>0<4>%0<3>)>%)

Die im ersten Teil behandelten Zahlenfolgen sind dadurch charakterisiert, da in ihnen das Element b+ 1
hochstens einmal weniger als das Element b auftritt. Im zweiten Teil wird die Behauptung auf vollig
andere Weise fiir homogene y gezeigt, in denen b fter als b+ 1 vorkommt — die also Eigenschaft (ii) aus
Lemma 3 erfiillen —, wobei man noch eine weitere Abschatzung fiir Kontinuanten erhalt.

Es besteht die Vermutung, daB C(p) < C(< M(u) >!#l) auch fiir homogene Zahlenfolgen u gezeigt
werden kann, deren Elemente aus {2, 3} sind; allerdings sind die hier verwendeten Methoden fiir einen
entsprechenden Beweis nicht ausreichend.



1. Der fiir den 1 Teil angekiindigte Beweis erfordert eine Reihe von Vorbereitungen (Lemma 4-18).
Definition:
Fiir j € No,m€ Z, 0 =< r1,...,z, >E€ N* und eine Folge vy = (7;)2, reeller Zahlen sei

= {o € N’/||o|| = m}

Yo = IT-, 7., fallsr>1
’ 0, sonst

Sim,1)= Y
oM
Beobachtung:
Fiir j > 1 ist Sj1(m,7) = Y52, %5j(m — i,7).
Wir schreiben zur Abkiirzung ”Y",” anstelle von ”3;2,”.
Definition:

Fiir j,k € Ng, m € Z und eine Folge v = (11){2, reeller Zahlen sei

0, falls j = 0
Sj(m,k,v) =< Si(k+m,7), falls j = 1
i 1k+iSj(m —1d,7), fallsj>1.

Beobachtung:
Fir j € Ny ist Sj(m,0,7) = Sj(m,7).
Lemma 4:

Ist (7;)$2, eine Folge reeller Zahlen, so gilt 3_; i;Sj(m —i,7) = ]+1SJ+1(m ) fir j > 1.

Beweis:

Fiir den Beweis sollen zwei Folgen o, o/ € N’ aquivalent heifien, wenn sie durch Permutation ihrer
Elemente ineinander iibergehen. Mit [¢] werden die zugehdrigen Aquivalenzklassen bezeichnet. Schlieflich
sei

M = {[o]/o € MI"}.

Dann ist

Sitmy =Y, o=, #(D-

oEMP [clemr

BekanntermaSen ist

#([o]) = lo|! - (] anz(i, o))",

i=1

6



wenn mit anz(i,o) die Anzahl des Auftretens von i in o bezeichnet wird. Insbesondere gilt dann fiir
ceN undieN
. anz(i,co < 1>
#(o) = #(o < i) <L)

Damit erhalt man
Z: i‘)/,'Sj (m - i, 7)
=i Y, #(oDw

i [oemp

=i ¥ M-#([ao<i>])%o<i>

i [oo<i>]leMT i+l

_ anz(i,0)
=Y ¥ 20D o,

i [0]€M"‘

= Y — #loDw

oemn I T 1

')

Von nun an werden die Summen S;(m, k, ¥) nur noch fiir spezielle Folgen v betrachtet.

Definition:

Sei b € R. Eine Folge reeller Zahlen 3 = (5;)52, heifit b-Folge
> P,/ € Rund Bi4y = b6 — Bi— firi > 1.

£ heiBt normiert :< fp = 0 und B; = 1. Mit F(b) wird die Menge aller b-Folgen bezeichnet. Ist § € F(b)
und normiert, so schreiben wir 3 = NF(b).

Beobachtung:

Fir 8 = NF(b) und j > list S;(j, k,0) = Br+1-
Lemma 5:

Fir = NF(b) und j > 1 gilt

(i) Sj+i(m+1,k,B) = bSj41(m, k,B) — Sj11(m—1,k,B8) + Sj(m, k, B),
(i) Sj(m,k,B) = Pr+15;(m, B) — BiSj(m -1, B).



Bewelis:

Zunachst gilt fir j > 1

Sj+l(m + 1) ka ﬂ)

=Zﬂk+i5j(m +1—1i,k,p)

=Y (bBeti-1 — Br4i-2)Sj(m + 1 =i, k, B) + Br415; (m, k, B)
i>2

=bY  Br4iSj(m — ik, B) = Y Br4iSj(m — 1 i, k, B)

+ .Bk-l-lsj(mv k)ﬂ) - ﬂksj(m - l,ksﬂ)
=ij+1(m, k,ﬂ) - Sj+1(m - 11 kaﬂ)
+ﬂk+15j(m’k)ﬁ)—ﬂk5j(m— 1’k7ﬂ) (*)

Fiir & = 0 folgt
Sj+1(m+1,8) = bSj11(m, B) — Sj41(m — 1, ) + Sj(m, B)

und man erhalt fir j > 2
Sist(m+1,k,8) = Br4iSj(m+1—1i,5)
=Y Br+i(bSj(m —i,8) = Sj(m = 1 =i, f) + Sj_1(m — i, B))

= ij+1(m’k:ﬂ) - Sj+1(m -1, k”B) + Sj(mv k)ﬂ)

Fir j =1 ist
Sa(m+1,k,8) = ) Betim1-i

-1

= Br+1(bBm—i — Bm-1-i) + Bm+k
1

= sz(m, k, ,3) - Sz(m —-1,k, ,3) + Sl(m, k, ,3)

o,
—

3

Damit ist (i) gezeigt.
Durch Subtraktion der Gleichung aus (i) und der Gleichung (*) erhalt man (ii).
Lemma 6:

Fiir 8 = NF(b) und j > 1 gilt

Sj+1(m+1,k,8) = L]n-Sj(m,k,ﬂ) + ]l_ﬂ,,s,-(m = 1,B) + Sj+1(m = L, k, ).



Bewelis:

Die Aussage wird zunichst fiir den Fall k = 0 durch vollstandige Induktion iiber j bewiesen.

j=1
Setzt man in Lemma 5 (ii) j = 1, so erhalt man

Br+10m = Br4m + BkPm-1 fir k>0,m > 1.

Dabher ist _
Sa(m+1,8)=Y  BiBms1—i =mPm + Y Bie1Bm—i
i=1 i=2
m-—2
= m:@m + Z ,Biﬂm—l—t'
i=1
=mSi(m, B) + S2(m — 1, 5).
J—it+l

Sj+2(m + 1y18)
=) BiSjs1(m+1-i,p)

= Zﬂ,-(mj_ lSj (m—1,8)+ Sj+1(m—1—14,8)) nach Induktionsannahme
m 1 m
:75j+1(m,[3) -3 j—+—15j+1(m,ﬂ) + Sj42(m —1,8) nach Lemma 4

7 T 15j+1(m, B) + Sj42(m —1,5).

Um den Fall k£ > 1 zu behandeln, wird Lemma 5 (ii) herangezogen. Man erhalt dann zusammen mit der
soeben fiir k£ = 0 bewiesenen Aussage
Sjy1(m+1,k,B) = Bry1Sj+1(m+ 1, 8) — B Sj+1(m, B)
m
= 5k+1(751(m,ﬂ) + Sj+1(m—1,0))

m

- (5 LS;(m —1,8) + 541 (m — 2, 8))

= 2 (Bu41S)(m, 8) = BeS,(m — 1,8)) + ;-.ﬂks,-(m ~1,8)
+ Be+1Si41(m — 1,8) — BrSj41(m — 2, B)
= Z5(m,k,0) + ;ﬂksj(m —1,8)+ Sj41(m — 1k, B).

Aufbauend auf der folgenden Beobachtung werden als néachstes einige Abschatzungen fiir die Produkt-
summen S;(m, k, 3) bewiesen.



Beobachtung:

Ist 3 = NF(b) und b > 2 sind alle 5; > 0. AuSierdem gilt dann S;(m, k, 3) > 0 sowie
Sj(m, k,B) > Sj(m — 1, k, 3) nach Definition.

Lemma 7:

Ist 3= NF(b) und b > 2, so gilt
1
Sj(m, k,B) 2 (b= —7)Si(m =1k, B) + 5j-1(m — 1k, B)

und damit auch

L)Sjm—1,k,8) firj > 1

Sj(m:k)ﬂ) > (b_ b—

Beweis:

Fiir j = 1 folgt nach Definition der normierten 5-Folgen und fiir j > 2 mit Hilfe von Lemma 5 (i)
SJ(m; k’IB) Z bSJ(m - lyk)ﬂ) - Sj(m - 2) k)ﬁ) + Sj—l(m - 1: k)ﬂ)

)5 (m = 1,k,B)+ S_i(m— Lk, )

+ b—%—l(bsj(m —2,k,8) — Sj(m — 3,k, ) — S;(m — 2,k, B).

> (b~

Da Sj(m - 3,k,8) < Sj(m — 2,k, 8), folgt die Behauptung.
Lemma 8:

Ist 3= NF(b) und b > 3, so gilt S;(m, k,B) > (b— 1)BS;(m, B) fiir j > 1.

Bewelis:

Mit Lemma 5 (ii) und Lemma 7 erhélt man
S(m,k, ) = Besa Sy(m, ) = S (m — 1,6)
> Be((b ~ 5=7)S;(m,8) — S3(m = 1,))
> Bh((b~ =) = (b= =) 7)5;(m,9)
> (b—1):S;(m,B) fiir b> 3.

Lemma 9:
Ist 3= NF(b),sogilt fir j >1lund c = (1—(b—325)2)7?
() Sjsr(m+1,8) < C?Sj(m,ﬂ), falls b > 2

(i) Sjsr(m+1,k B) < c— J; 05 6. (m, k, 8), falls b > 3.
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Beweis:
Sj41(m+1,k,8) = ?Sj(m, k,B)+ %ﬂij(m -1,8)+ Sj41(m—1,k,3) nach Lemma 6
< ?Sj(m, k,B)+ %ﬂksj(m -1+ (- ﬁ)"szH(m + 1,k, ) nach Lemma 7
Folglich gilt )
1
ESj+1(m+1,k,ﬂ)S ?Sj(m,k,,@)ﬁ-;ﬂij(m—l,,@), (*)

und Teil (i) der Behauptung folgt sofort, da G = 0 fiir k = 0 gilt.

Fiir £ > 1 und b > 3 stellt man fest
1
353 (m, k,B) — Bk Sj(m—1,5)
1 ..
= 5(ﬂk+15j(m,ﬂ) — BeSj(m—1,B)) — BSj(m —1,8) nach Lemma 5 (ii)
> (%(b - E—i—-l-)z - g)ﬂij(m —1,8) nach Lemma 7

>0, da(b—b—i——l)zz?,fﬁrbz&

In diesem Fall ist also
m+0.5

Sj(m, k,B)

und aus (*) folgt Teil (ii) der Behauptung. [ ]

S;(m b, )+ 65, (m— 1,6) <

Lemma 10:

Ist 3= NF(b) und b > 3, so gilt Sj41(m+1,k,8) < ZS;(m, k, B) fir j > 3.

Bewelis:

Fiir m < j haben beide Seiten der Ungleichung den Wert Null und es ist nichts zu zeigen. Sei also m > j.
Wegen b > 3 gilt

1 m+0.5
Sjtr(m+1,k8) < (1= (b= +—5)7 )t 7 Sj(m, k, B)
nach Lemma 9 (ii). Da firm > j >3
1 2_1m+05 25 m+05 _m
(=062 <Bmios om
folgt die Behauptung. [ |

Lemma 11:

Fir S=NF(b) mitb>2und k > m > 1 gilt

1 1
k T mS2(k+ myﬂ) Z '"—ISZ(mykvﬂ)

und

e Sa(k+m = 1,0) 2 —(Sa(m — 1,k ) + Bufin-1).
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Beweis:
Setzt man in Lemma 5 (ii) j = 1 und k — 1 fiir k, erhélt man ;8 = Br41-1 + Be-181-1-

Durch vollstandige Induktion tuber ! kann dann
(1) Befi= Z:-=1 Brtiy1—2; fur k > | gezeigt werden.

Durch vollstandige Induktion iiber m wird als nachstes
(2) Sa(m,k,B) =7 (m = i)Brsmer-2i  fiir k > m— 1 bewiesen.

m < 1: beide Seiten von (2) haben den Wert Null
m=2: frt1=1-Be41

m — m+ 1: Nach Lemma 9 gilt
Sa(m+1,k, B) = mBitm + BeBm-1 + Sa(m — 1, k, B).

Daraus folgt aus (1) und nach Induktionsannahme

m-—1 m-—2
Sa(m+1,k,8) = mPrim + Y Beam-2i+ D (M =1~ )Bepm-2i
i=1 i=1
m-—1 m

=Y (m—i)Besmzi = Y _(Mm+1—i)Besmpz-2i-

i=o i=1

Damit ist (2) bewiesen.

Aus (1) und (2) folgt sofort fir k >m—1>0

m=—2 m—1

(3) Sa(m—=1,k,8) + Bifm-1= Y _(m—1=i)Birm2i + Y Brtm-2i

i=1 i=1

m-—1
= Z (m = 9)Brtm—2i-
i=1

SchlieBlich ist
Sa(k+m,B) = (k+m—1)Brym-1 + S2(k+m—2,05)

nach Lemma 9, woraus
L5452

(4) Sa(k+m,f)= Y (k+m+1-2)Permyr-2
i=1
und damit auch
| 2p=L)
@) Sak+m—1,8)= Y (k+m—2i)Brsm—2
i=1

gefolgert werden kann (Beweis ebenfalls durch vollstindige Induktion iiber m).
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Ein Vergleich der rechten Seiten von (2) und (4) bzw. von (3) und (4’) liefert dann sofort die Behauptung.

]
Definition:
Fiir eine unendliche Folge reeller Zahlen v = (7;)§2, und ¢ € R, r,t,k € No, m € Z sei
t .
St(g,m,k,7) =) ¢~ Sj(m, k,7).
j=r
Anstelle von St(g,m,0,7) wird auch St(g,m,7) geschrieben.
Lemma 12:
Fiir 3 = NF(b) und r > 2 gilt
SPt(g,m+ 1k, B) = bS7(g,m, k, B) — S (g, m — 1, k, B) + 45721 (¢, m, k, B).
Ist m+ k > 1, so gilt die Gleichung auch fiir r = 1.
Beweis:
Fiir r > 2 erhalt man mit Hilfe vom Lemma 5(i)
m+1 )
=) ¢7ISj(m+1,k,B)
i=r
m+1 )
=Y ¢ (bSj(m, k, B) — Sj(m — 1, k, B) + Sj-1(m, k, B))
j=r
mo m-—1 ) m )
=b> ¢ 1Si(m,k, B) = Y ¢ ISi(m— Lk, B)+q Y ¢ 7'Sj(m,k,B)
j=r j=r j=r-1
= bS:'n(qv m, kvﬂ) - S;"-l(q,m - 1) k;ﬂ) + qSi"n—l(q’ m, kyﬂ)
Ist m+k > 1, so gilt
Si(m+ 1k, B) = Br+m+1 = bBr4m — Br4m-1
= bSl(m) kaﬂ) - Sl(m - l)k;ﬂ) + SO(m)khB)
und die Ersetzung von Sj(m + 1, k, 3) im zweiten Schritt ist auch fiir j = 1 korrekt. ]

Lemma 13:
Ist 3= NF(b)und b> 3,sogilt fiir g > —-1undr>1

> S™(q,m,k,B8) >0, falls ¢ >0 oder (¢ <0 und r ungerade)

+1
5P (gm+ 1k, B) { < S™(¢q,m,k,3) <0, falls ¢ < 0 und r gerade
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Bewelis:

Fiir normierte b-Folgen 8 mit b > 3 gilt S;(m + 1,k,8) > Sj(m, k,8) > 0 und die Aussage folgt sofort
fiir ¢ > 0.

Sei also —1 < ¢ < 0. Fiir m < r—1 ist nichts zu zeigen. Fiir m > r—1 wird der Beweis durch vollstandige
Induktion tiber m gefiihrt.

m=r-—1:
Dann ist S7(q,r,k,3) = ¢" ! Bk+1 und

g > Sr~Ygq,r—1,k,8) =0, falls r ungerade
O Pe+i) < gr-1g.r—1,k,B)=0, falls r gerade.

m—m+1:
Mit Lemma 12 erhalt man fiir r > 1

Spt2(g,m+2,k,B)
=bSP* (¢, m+ 1k, B) — S7* (¢, m, k, ) + ¢S7>1 (¢, m + 1, k, B)
=0b-1+ q)S:"+1(q,m+ 1,k,B)
+ S™t(g,m + 1,k,B) — S™ (g, m, k,B) +¢" 1, Sr—1(m + 1, k, B).

Nach Induktionsannahme und weil ¢ <0, ist

> 0, falls r ungerade

Sp+i (g, m+ 1k, B) = S7(q,m, k, B) + ¢S, -1 (m + 1, k, B) { <0, falls r gerade.

Daraus folgt, da b — 1 + ¢ > 1, wieder nach Induktionsannahme

> (b—14)SP*(g,m +1,k,6) > SP*!(g,m +1,k,6) 2 0, falls r ungerade

+2
ST (@ m+ 2,k f) { < (b—14q)S™ (¢, m+1,k, 8) < S™*'(¢,m+1,k,8) <0, falls r gerade.

Lemma 14:

Fiir 8 = NF(b) mit b > 3 gilt

S;n+1(q’m + l,ﬂ) < mq252(m,ﬂ),
sofern 0 < ¢ < L.
Bewelis:

Fir m < 2 ist nichts zu zeigen. Sei also m > 2. Die Behauptung wird durch vollstandige Induktion iiber
m bewiesen.

m=2: S3(¢,3,8) = ¢*81 < 2¢°52(2, B)
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m—-m+1:

m+2
S:',"+2(q,m+ 2’13) = Z qJ_lsj(m + 2)16)

Jj=3

m+2

< qu -1 m“s, \(m+1,8) nach Lemma 9(i).

Dabei ist ¢ = (1 — (b— 527)72)~! < Z fiir b > 3 und man erhalt

+2 25m+1 =
St (q,m+2,0) < s7—— Zq Sj-1(m+1,5)
_25m+1
= 57— 1(aS2(m +1,8) + S5+ (g, m+ 1, 8))
25m+ 2 .
< — TR ———q(¢S2(m + 1, 8) + mqg*Sz2(m, B)) nach Induktionsannahme
_ 251

=g73(m+ 1)¢?(S2(m + 1, 8) + mgSa(m, f)).

Da mgq <1 und
Sa(m,B) < (b— b—i——i)'ng(m +1,8) nach Lemma?7

folgt

25
Syt (em+2,6) < 5 2(5 +1)(m+1)¢2Sa(m + 1,5)

< (m+1)g*Sz(m + 1, ).

Lemma 15:

Ist v € F(c) und B = NF(b) mit

Br = 7o und P41 =7 fiir k € Ny,
so gilt

Ym+1 =5;"+1(c—b,m+1,k,[3) fiir m > 0.
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Beweis: durch vollstandige Induktion tber m.

m=0: 71 =Pks1=S(c—0,1,k,p)

m=1
Y2 = ¢v1 — 70 = bBr41 — Br + (¢ — 8)Bry1
= Bry2 + (¢ = 8)Br41 = S1(2,k, B) + (c — b)S2(2, k, B)
= S2(c—b,2,k, ).
m—m+1:
Tm+2 = C¥mt+1 — Ym = ¥mt1 — Ym-1 + (¢ = b)¥m+1
=bSPt (¢ —b,m+1,k,B) — ST*(c — b,m,k, B)
+(c—b)S"* (c—b,m+1,k,8) nach Induktionsannahme.
Mit Lemma 12 folgt Ym42 = ST (c — b,m + 2, k, ). 1
Lemma 16:

Sei b > 4 und m > 2. Dann gilt fir 3 = NF(b),y =NF(b— ;;—) und ¥ = NF(b— 2)
(i) Ym+1 = Bm+1 — Bm,

(i) Yme1 = Bmer — 28m + Bm-1,

(iii) 4y < Pm — Bm-1, fallsm>3.

Bewels:

Da f,v und 4’ normiert sind, ist fp = 90 =9 = Ound B = 71 = 9, = 1. Man erhalt dann mit
Lemma 15 )
Tm+1 = S;n+1(—;)m+ 11ﬂ)1

2
Tmt1 = STH(—E:m'*' 1,3) und
m, 2
;n = Sl (—E’m)ﬂ)'

Weiterhin gilt fir b > 4:

b-—z—i— %und(l—(b———) 2y-1 1(1)
Daraus folgt insbesondere
(x*) Si(m+1,8)= %S’a(m,ﬁ) +S4(m—1,8) nach Lemma 6
_ m(mﬁ— 1)52(m -1,8)+ TS;;(m —2,8)+Ss(m—1,8) nach Lemma 6
< m(m6— 1)S (m-1,0)+ (E + _m3_2 11).5'3(m 2,6) nach Lemma 9
< —WSQ(TR— 1,8)+ ?%%Sa(m 1,6) nach Lemma 7

2
1"6—52(m ~1,8)+ %Sa(m -1,9).

IA
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Um (i) zu zeigen, stellt man fest
1
Tm41 = S;"H(—E,m{— 1,8)
> S‘f(—%, m+1,8) nach Lemma 14
1
> ﬂm+1 - 'T;(mﬂm + SZ(m -1, ,3))
1 m
2
- —%(%Sg(m -1,/ + %Ss(m —1,8)) nach (*) und Lemma 6
1,1 7
> Bmt+1 — Pm + ;(Esz(m,ﬂ) - 652(7" -1,8)
Z ﬂm-}-l - ,Bm;

denn Sy(m,S) > 13—15'2(m —1,3) nach Lemma 7.

Analog erhalt man 0
Tms1 > Pmtr — ;(mﬂm + S2(m - 1,8))

4 m

2
+ %(%Sz(m —1L,A)+ %Ss(m -1,8))
= ﬂm+1 - 2ﬁm + %(SZ(th) - gsz(m - 1”3))

Nach Lemma 6 und 9 ist

2 (Sa(m, 0) = 35a(m —1,9))

= 2 (m=1)Bnr1 + Sa(m—2,8) - g—(m — DB — gsz(m ~3,8))

23 (m = 2)fn_1)

2
> =((m = D1 - 377

> Pm-1 firm > 2.
Folglich ist 7}, ;1 > Bm+1 — 20m + Bm-1 und auch (ii) ist bewiesen.
Es verbleibt (iii) zu zeigen. Sei m > 3, dann gilt
2
7:n = Sin(_;xm:ﬂ)
2
< S?(_E’ m, ) nach Lemma 14

2 4 m-111
< Bm — -7552(771,5) + m—msz(m —1,8) nach Lemma 9

2
2 m-—1113
<B. L1 -2"2
< Bm m(l — 10 1l)L'S'z(m,ﬂ) nach Lemma 7
2 m—13
< Bm — T—n-(l - —m——m)(m —1)Bn-1 nach Lemma 6
Sﬂm —,Bm—-l-
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Lemma 17:

Seien b€ R,b> 4, m,p,k € Nmitk>m>2und -1- <2< 2 fallsm > 3,
bzw. 1 <2< 2 fallsm=2.

Dann gilt fir 3= NF(b—%),a=NF(b- k+m) und v € F(b) mit v9 = B¢ und 11 = Br41
() Cktme1 2 Yme1 = Ym
(i) ok4m < m

Beweis:
Aus Lemma 15 folgt
(1) Ymsr =STH(§,m+1,k, )
(2) Ym =SP(E,m,k,B)
(3) r4mt1 =SiT"H (g k+m+1,0)
(4) arsm = SEt™(g,k +m, B),

wobei ¢ = (m% — 1)k+m
Wir zeigen zunichst (i), namlich A = ag4m41 — Ym+1 +1m 2 0.

Aus (1) und (2) folgt mit Lemma 10, da 5 >3
m+1
Tmtr = Tm = SHE,m+ 1k, ) - ST mkﬂ)+2( Y- 1(5(m+1kﬂ)——, 1(m, &, 8))

S S? %7m+ lwknB)—Sl(Eim)knB)-

Dabher ist
A>Sk+m+1(q’k+m+1 B) - 53( ,m+1,k ﬂ)+5'1( m, k, B)

_S"+m+1(q,k+m+1ﬂ) 53( ’m+lk,@)+5’1(—mkﬂ)

k

und Lemma 6 liefert
A2 (% = DBrsm +Sa(k+m—1,8) + S (g, k+ m+1,6)

— 2(MPrsm + Bebm-1 + Sam — 1.k, B))
— (B 5y(m, k, 5) + 5BrSa(m — 1,6) + Salm — 1, &, 9)
+ Bim + £ Sa(m, k, B)
=qSy(k+m—1,8)+ S5 (g, k+m+1,0)
— E(BtBr-1 + Sa(m — 1k, B)
- (-2)2(1ﬂksz(m ~1,8)+ Sa(m— L,k,8))
+ %(1 - -—)52(m k, B).
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Im folgenden sei ¥’ =b— & — (b—1—-2)"'und c= (1 - b-2)-1.
Dann erhalt man mit Lemma 9

(5) A2 ¢Sk +m=1,8)+ 5" g k+m+1,5)
~ 2 (Bebm-1 + Salm — Lk, B)

- (%)2-26-((771 —2)BtBm—2 + (m — 1.5)So(m — 2,k, B))
pm

+ (1= £2)Sa(m, k, B).

Um A > 0 zu beweisen, werden nun die Falle m& > 1 und m% < 1 unterschieden.

1. Fall:
m& > 1, d.h. ¢ > 0. Dann gilt zunachst

k+m+1 P 1 1
S (g b+ m o+ 1,0) 2 So(k +m+1,8) 2 (mE — 1) 2 Sa(k +m, B)
nach Lemma 9 und mit Lemma 11 folgt

1
S§+m+1(q, k+m+ l;ﬂ) > (m% - 1)22_755'2(m, k,ﬁ)

sowie )
aSa(k +m—1,8) > (§ = —)(Sa(m = 1,k, 8) + BiBm-1)-

Wendet man die beiden letzten Ungleichungen auf (5) an und beriicksichtigt & < %, erhalt man
1
A3 == (Bebor+ Sa(m =1k, 9))
2
- ;—nic((m — 2)BkPm—2 + (m — 1.5)Sa(m — 2, k, §))

1
+ —2;52(711, k, ,B)

Mit Lemma 5(i) und b — £ > 4 — 2 folgt

A2 (b1 + 52(m — 1,5, )
— 2 el(m~ DBubnoz + (m— 15)Sy(m — 2, £, 5))
5 (4= 2)Sa(m = 1,k,0) = Sy(m = 2k, 0) + Bram-1)
Dab—2 >3, ist Lhirme1 > “5EBiBm_1 > Bifm—1 nach Lemma 8 und man erhalt
A% =25 ((m = DBeBesz + (m = 15)S2(m ~ 2, £, )
+ %(1 - %)smn -1,k,B) - ﬁé’z(m - 2,k,B).

19



Fiir m = 2 folgt dann sofort A > 0, denn alle Ausdriicke auf der rechten Seite der Ungleichung haben
den Wert Null.

Sei also m > 3. Dann folgt aus Lemma 7
2
A> —mc((m — 2)BeBm-2 + (m — 1.5)Sa(m — 2, k, B))
1 1., 1 1 1
+ E((l - ;)b - 5)52(7" -2,k,8)+ E(l - ;)ﬂﬂm—z-
Fiir m > 3 stellt man fest, daB

¥=b-2—-(b—1-2)"1> 2 und
e=(1-¥"2"1<H

folglich ist nach Lemma 8
Bram-2 2 (b= 1= 2)Bfm—2 > 20Befm-2

und man erhalt 1 1 1 L5
AZ_(m_—b,___m— :
m- m 2 m

2¢)S2(m — 2,k, 3).

Fiir m = 3 ist So(m — 2,k,3) = 0 und damit A > 0, so dal man von m > 4 ausgehen kann.
In diesem Fall ist 4’ > 3 und ¢ < %, woraus ebenfalls A > 0 folgt.

2. Fall: m& <1,dh.¢<0.

Dann folgt zunachst aus Lemma 13 und 9

SE+m+L(0 k4 m+1,8) > 0 und ¢Sa(k +m—1,8) > (m% — DeBrtm-2-

Geht man dann wieder von (5) aus und beriicksichtigt die beiden letzten Ungleichungen sowie & < -,1-;,
erhalt man

(6) A> (m% — )eBrym-2 + %[—,Bkﬂm—l — S2(m - 1,k,B)
c,m-—2 m-—1.5

- 5( Bk Bm—2 + pm

Sy(m—2,k,B)) + (1 — E—2-)Sz(m,k,,3)].

1.
m m

Sei zuerst m = 2. Dann ist & > 3 und ¢ < £, d.h.

p_\9 p
A2 (2F - Dgh - ph+ 11— Dhen

= (@8 -1z + 20 - Dy - Byge -2 - Bygees.

Eine Rechnung zeigt, daB der Ausdruck vor g fir % <E< % positiv ist, folglich ist nach Lemma 7
p_.\9.,p,. P P\_P._P
> LoD+ -D4-2y-z(1-%=
4> @2 -2+ 2a-Bu-By-Pa-Lys
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und eine weitere Rechnung zeigt A > 0 fiir <& < 1.
Sei daher m > 3. Dann folgt aus (6) mit Lemma 7

m-—1.5

m

A> (m% — 1)cBrym-2 + %[—(1 + 2ib )(BeBm-1 + Sa(m — 1,k, B))

+(1- %g)&(m, k, B)]-

Daraus erhilt man mit Lemma 6 und weil B¢ Bn-1 = Bt+m—2 + Bk—1Pm—2 nach Lemma 5(ii)

m—1.5

p p ¢
A> [(mk I)e k(1+

5 )m = 1)Be s

+ 21— 22)(m = Dfesm-
e L) BhmsBmz + Bebim- + Sa(m = 3, ,9))
m
pm

+ (1= £ 5) BBz + Sy(m = 2,k, ).

+%FU+

Dab' =b—2—(b—2—-1)"1 > 18 und c = (1-'~%)"! < {2 fiir m > 3, folgt mit Lemma 7 und 8
(1= E2)(BeBm—2 + Salm = 2, k, 8))
1
> i(blﬂk—lﬂm-Z + b'Sa(m — 3, k, B) + Br+m-3)

> (6 Bocrfms +¥Sa(m =3,k )+ (0 — £ = 1)BBns)

-15
> (14 55 ——)(Be-1Pm-2 + Bebm—s + Sa(m = 3, k, §)),
o1 p 1 1 1 c

denn gzi(b—z—l)z -2-(3—5)—1+§ZI+W
Also ist

P p ¢cm—1.5 P, _pm _

A2[(mg —De— (14 55 ———)(m~ DIBe4m-2 + (1 = £5)(m = 1)Br4m-1

und damit

P 1ot 21— By (4 S0y
AZ[(mk 1)c+k((1 k2)b (l+2b' - ))(m — 1)]Bk+m-2 nach Lemma 7.

Mit ' >3 c<Qund 25 <k <

5 P zeigt man dann leicht A > 0 fir m > 3.

1
m
Es verbleibt (ii), namlich B = v, — ag4m > 0 zu zeigen.
Mit (2) und (4) folgt zunachst

B= S;"(%, m, k, B) — S5*™ (¢, k + m, B).
Ist dann ¢ < 0, so ist S¥*™ (g, k + m, 8) < 0 und es folgt sofort B > 0.
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Sei daher ¢ = (m% — 1)~ > 0.

Weil £ < 2, folgt ¢ < p und man erhalt mit Lemma 14

SE+H™ (g, k+m,B) < (k+m—1)¢’Sa(k +m —1,8) < ¢Sa(k+m —1,8)

und folglich
B> S7(%,m,k,8) - q(Sa(k +m, B) + Salk +m ~ 1, 6)).

SchlieBlich folgt aus Lemma 6 und 9

(M
B> S;"(%, m, k,3) — (m% = 1)(Br4m-1 + cBr4m—-3 + Br4m-2-

Sei zunéichst m > 4, dannist &' =b—2 —(b—2—1)"! >3und c=(1-4'"%)"1 > §.

Weiterhin ist
SP (R, m,k,B) > ESa(m, k,8) 2 L(m = 1)fieem-1  nach Lemma 6

und aus (7) folgt
B>

|3

[(f_) - 1)ﬂk+m_1 - (m - g)C(ﬂH-m-s + ﬂk+m—2)]-

Da ;E; > 2 und Brym-3 + Be4m-2 < 1+ %)%ﬂum-l nach Lemma 7, erhalt man
p,m m 1.1
B> ;((5 -1)- 50(1 + y)g;)ﬂﬂm-y

Fiir m > 4, ¥’ > 3 und ¢ < £ folgt dann sofort B > 0.

Es verbleibt B > 0 fiir m € {2,3} zu zeigen. In diesen Fillen ist ¥’ > 2 und ¢ < . Sei zuerst m = 3,
dann folgt aus (7)

B> 2(8e118s + Bera) + (£)Bess — (3% — D)(Beva + cBe + cBrrn).

>3

Da B4+1082 = Br+2 + B, erhalt man
k

B> 2[(% ~Dfrsz = (3= )e=)ent = (3= g)c— 1))

und mit :7 > % und Lemma 7 folgt

B> [~ (30 Db - GGe— DA
> 22— ey - Ge- 1l
Da b’ > £ und ¢ < $ folgt dann B > 0 fiir m = 3.
In entsprechender Weise folgt aus (7) fir m =2
B> 211 — (28 = 1)(Bes + cBeor + Bi)
> 20 - D = (2= D)e(Bcr + B
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In diesem Fall ist ebenfalls % > %, d.h.

B > %[%ﬂkﬂ - %C(ﬂlc—l + Br)]

und mit Lemma 7 und weil b’ > % und ¢ < £ folgt

1 1 1.1
B> [5 —ge(l+ y)y]ﬂk >0.

I3

Lemma 18:

Seien p,u’ € R* und z,y € R. Ist dann C(p) < C(y') und C(po < z >) > C(p'o < y >), so gilt
C(po <z >o00) > C(p'o< y > oo)fiir alle o € R';Z'

Beweis:
Sei 0 =< z3,...,2 D€ R-£2' Ein einfacher Induktionsbeweis zeigt
0<C(puo< z,z1,...,2i-1 >) — C(po < y,21,...,Ti-1>)
<C(po < z,z1,...,2; >) —C(po< y,21,...,2i >)
firl<:i<k. |
Satz 19:

Fiir jede homogene Zahlenfolge u € N*Z'3 mit ||p||mod|p| > [L'zil | gilt

C() < C(< M(p) >M).

Bewelis:
1. Fall: p ist elementar.

Dann existiert b € N>4, m > 2, so daf§

a) p=<b>m1
oder b)u=<b-1>o0<b>m"1
oder ¢)p=<b>""lo<b-1>.

Im Fall a) ist nichts zu beweisen. Im Fall b) und c) ist zu beriicksichtigen, dai C(u) = C(sp(u)) fiir
beliebige 4 € R* gilt, da die Umkehrung der Reihenfolge der Elemente von p lediglich eine Spiegelung
der Determinanten an der Nebendiagonalen bedeutet. Folglich ist es ausreichend Fall ¢) zu betrachten.

Sei 8= NF(b) und y = NF(b— ). Dann folgt nach Definition der Kontinuanten und mit Lemma 16(i)
Cp)=C(<b>™lo<b-1>)=C(<b>m)-C(<b>™"1)
1
= i1 = B < fmar = C(< b= — >™) = C(< M) >W).
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2. Fall: y ist nicht elementar

Da ||y||mod|u| > U%lj, existieren b € N>4 und py, ..., ¢, € {b}* x {b — 1} nach Lemma 3(i) mit
llusl = lpill 1 (1<4,j <r),s0odaB p=<b-—1>opio...0pu.

Wir zeigen fir 1<p<r

C(< M(<b—1>opj0...0pp_y) Sttt Hu-il oy 0. op,)
<C(<M(<b—=1>o0pj0...0pp) >l +lusl Oftp41 0 ...0 fir).
Daraus folgt dann sofort C(u) < C(< M(p) >l#l).
Fall a): p=1.

Dann existiert m > 3, s0 daB y; =< b>™20<b—1>. Sei = NF(b) und y = NF(b— Z). Dann
folgt nach Definition der Kontinuanten und mit Lemma 16(ii) und (iii)

(1) C<b=—1>0p)=C(<b-1>0<b>™20<b-1>)
=C(<b-1>0<b>™ ) -C(<b-1>0<b>m"?)
=C(<b>™) - C(<b>m ) - [C(<b>m1) = C(< b>™2)]
= Bm+1 — 28m + Pm-1
<1 = O(< b= = >™) = O(< M(< b> opy) >k

(2) C(<b-1>0<b>™ ) =C(<b>™ 1) -C(<b>m"?)
— — _ 3 m-—1
—ﬂm_ﬁm—IZ?’m—C(<b m> )

Da pzo...0p, € N3, folgt aus (1) und (2) mit Lemma 18

C(<b=1>o0pjo...ou)<C(KM(<b—1>o0p1) Sl oy op,).

Fall b): p > 2.
Sei pp =< b>™lo<b—1> (m>2) undk:l+2§;; |pj|. Dann gilt fiir g’ = py1o0...0pp_1

roy—p_ P ' _p_ptl
M<p >)=b : und M(< p'op, >) = P

Da |p;] > 2 und ||p;| = |ppl| <1 fiir 1 < j < p, folgt
E<(m+1Dp-1)+1<(m+1)p
sowie
k> (m-1)(p-1)+1>Zp, fallsm>3
= l2(p-1+1, falls m = 2.
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iy 1 2 e 1 2 i
Daherlstm—_HS’,%S;furmZ{ibzw.5§%§§furm—2.

Weiterhin gilt £ > m > 2, denn p > 2.

Ist dann B = NF(b— %), a = NF(b— ff,ln) und ¥ € F(b) mit 9 = B und 71 = Br+1, so folgt mit
Lemma 17 und nach Definition der Kontinuanten

3) C(< M(p') > opy)
=C(<M@)> o<b>™To<cb-1>)
=C(<b—%>'°0<b>"‘)—C(<b—%>’°o<b>"“1)
=Tm+1 — Im
< aptmy1 =C(< b— :_*_L; SEm) = C(< M(y' o pp) >Iu’|+lupl)

4)

: 1
C(< M(') > 0 < b>™ 1= 3, > apym = O(< b— ZE= Skam-1y
k+m
Da ppy10...0p, € N3, folgt aus (3) und (4) mit Lemma 18
C(< M(u') >l opyo...0pu) < C(< M o pp) Sl opy 10 0py). ]

25



2. Im Folgenden wird die Abschatzung aus Satz 19 auf véllig andere Weise fiir homogene Zahlenfolgen
p aus NI, mit ||p||mod|u| < L]%lj gezeigt. Dazu beweisen wir zuerst

Lemma 20:

Fiir jede homogene Zahlenfolge 4 € N$, mit ||u||mod|u| < [15!] gilt
C(p) < a(l + 2)lullmodiul \lul+1

wobel

o= 14, A= 306+ VB~ 4) und b=L|=_z:1J.

Bewelis:

Sei u € N3, eine homogene Zahlenfolge und b = [%11] Dann besitzt g nach Lemma 3 eine Zerlegung

H=HoO[10...0[Uy,

wobei po € {b}*, i € {8+ 1} x {8}* (1 <i <) und r = ||uflmod]ul.

Sei .
af) ) =0
a(lo) =1
a§0+)1 = baEO) —ai—1 (i>1).

Sei weiterhin fir j > 0
a((,jH) =C(poo...opuj)
ang) =C(poo...opjo<b+1>)
otV = 8af* - a3V (i21).
Dann gilt
(1) Cw=ag*.

Nach dem bekannten Ansatz zur Losung linearer Differenzengleichungen ist

(2) a?) = oAl +8A, fir 0 < j <r+1lundi >0, wobei man A; und A; als Wurzeln des
charakteristischen Polynoms erhélt und «; und J; als Losungen des Gleichungssystems
ag) = a; +5;
a) = ajA; + B s
D.h.: ) )
M=o+ V=), N =0 VEE-),

OO 5 o) — a2,
YD YRR VR

aj=
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Fiir 0 < j < r stellt man zunachst leicht fest

(3) agj+1) = ag,k) und a(-7+l) (b + l)a(J) agcj)l — agii)-l
wobei k = lpjl+1, fallsj=0
|11, sonst.

(4 af*>¢?>0620),
denn fir t > 1 und z; > 2 fiir 1 <i <t+1 gilt immer

C(<zy,...,z¢,x141) > C(< z1,...,2¢ >) (s. Satz 1.7 in [3]).

Daraus folgt dann
a(] +1)

(5) 0<A<M<bL ey

und man erhalt

(6) a;j>0undpB; <0 (0<j<r+1)

und damit

(7 ajp1 = ao(a(j+1) (j+1)A2)

= ao(aiﬁ)_l + “Sc]) a;cj)/\z) nach (3)
= m,[a,,\'{(,\1 +1-X2) + B; M%)

= a],\ (1+ )+a0ﬂ,,\2

S oM+ =) nach (5), (6)-
0
Insgesamt folgt fiir » = 0

C(p) = a0 nach (1)

= dfuajr nach (3)
< apA*1 nach (2), (6)
=a0/\|1#|+1

und fiir 7 > 1 erhalt man
C(p) = a('+1) nach (1)
|(“)| nach (3)

< a,)‘ll"'l nach (2), (6)
< ap(l +— )'/\I“H'1 nach (7).
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Mit o = ap = = 7b,= und A = A; folgt die Behauptung. [ |

1=

Das folgende Lemma zeigt, daB die rechte Seite der Ungleichung aus Lemma 20 durch C(< M(,) >Iul)
weiter nach oben abgeschitzt werden kann.

Lemma 21:
Fir s,k €N, a = z —4 und —%[J+\/]___|7__)lst
a(1+a)’ mod kAk+1 < C(( % >k)’

4, falls |%]

k =
sofernsZ3k,1$3m°dk<§undk2{3, falls | $ JZ

Bewelis:

Zuerst werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt
t=4%,y=|z],w, = V22 =14 (z € Ryz), a =w; !, A = 3(y +wy),
ar=w;l A\ = 1(:r:+wx), Ay = %(z,w—z).
Da C(<  >*) = ay(AFF! = A5 H1) = oy ATHH(1 = (52)F+!), musB

(1)
A

s mod k Al

- e <

[—(1- ()“U'

ay

firz = y+ iﬂﬁ gezeigt werden, wobei 1 < s mod k < % und k > 4, falls y = 3, bzw. k£ > 3 fiir
y € N>4.

Sei3<y<z<y+3undk > 1. Dannist

a k+1—1)‘<i A2y2y-
L= s 2= (2
_ytuy e
Wy 4z
=1+zy+yw$+w,wy—3zwy‘
4zw,

Sei AZ(z,y) = ¢y + yws + wywy — 3zw, und A(z,y) = AZ(z,y) - (4zwy)~ .

Eine Kurvendiskussion zeigt, da A(z,y) fir3<y<z<y+ % in £ monoton wachsend ist, wahrend
Ay + %, y) fiir y > 3 monoton fallend ist. Daher erhalt man

1 1
0<A@$SAwwSA@wSAw+?wSA@+?$<L

und mit der Binomischen Formel folgt fir 3<y<z<y+ % und £ > 1

28



(2) ENE (j—j")’““)-lj—llk“ <1+ A )t

-y ( )G
% (z,9)
sowie
® (ray= =rarr=3 ("7)a"
$1+——(r—y)+%( y)(l‘ —1)+_uf_3(w—y)(z—y;1)(r—y—2)‘
Y Y Y :
Sei
Glk2,3) = (1+ FAG D)1+ (o =) + 5 TG
w? .
l(e—ylz-y-N-y-2), zt+w
* w_g 3 Ry
= (4 A - T (o) 4 o UG )
1l (z-y)(z—y-1)(z-y-2) T+ ws
tu 3 I+ A
und
@) F(k,z,y) = ‘”y(Ty_ny“’_y)G(k,z,y)
= (14 AGW)B ) + A2 ) T
wobei B(z,y) = ”y';”i“:“‘ ;w‘:y( —1)+ y;w‘:y(x-y-l)(z—y-m.

Fir3<y<z<y+ % und k > 1 folgt dann aus F(k,z,y) <0 G(k,z,y) <0 und damit nach (2) und
(3) die Giiltigkeit von (1). Wir zeigen zuerst

1, fallsy>6
und k(z —y) > 2, fallsye€ {4,5}.
4, fallsy=3

Zunachst zeigen zwei Kurvendiskussionen, da B(z, y) und AZ(z, y) fir 3 < y < z in £ monoton wachsend
und daB B(y + 1) und AZ(y + },y) fiir y > 3 monoton fallend sind. Daher ist
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B(z,y) < B(y+3,9) < B3+ 3,3) < 0 und AZ(z,y) > AZ(y,y) 20
und aus (4) folgt fir3<y<z<y+1

1 1
F(k,z,y) < B(y+ 5,9)+ AZ(y+§,y)-

1
2k(z - y)

Man rechnet dann nach, daf§

1 1 1
- B(6+ -2',6)+ §AZ(6 + 5,6) <0,
- B4+ %,4)+ %AZ(4 + %,4) <0,
1 1 1
- - - -~ 3)<
B3+ 8,3)+ 2AZ(3 + 2,3) <0,
woraus wegen der Monotonieeigenschaften von B und AZ F(k,z,y) < 0 unter den in (5) genannten

Bedingungen folgt.

4, fallsy=3

3, falls y € N>y zu beweisen, verbleibt

Um(l)fﬁrz=y+%@-mit1§smodk<-';-undmith{

F(k,z,y) <0 in folgenden Fallen zu zeigen:

1. ye{4,5},smodk=1k>3.
2. y=3,1<smodk <3, k>max(4,2(s mod k) + 1).

zu 1.: Sei y € {4,5}.
In diesem Fall ist < y + % Aufgrund der Monotonieeigenschaften von B und AZ erhalt man
F(k,z,y) <B4+ 34)+14Z(4+ L1, 9)<0.
zu 2.: Seiy=3.
a) Sei s mod k = 3. Dann ist £ > 7 und damit z < y+ % Es folgt
F(k,z,y) < B(3+2,3)+ 14233+ 3,3) <0.

b) Sei s mod k = 2. Dann ist k > 5 und damit < y+ 2. Firz =y + % tiberpriift man (1)
durch nachrechnen und aus B(3 + 3,3) + %AZ(3 + 31-, 3)<0folgt F(k,z,y) <0firz<y+ %.

c) Sei schlieBlich s mod k = 1. Dannist k > 4, dh. z < y+ 1. fir z = y + § kann (1)
nachgerechnet werden und aus B(3 + %, 3+ %AZ(3+ é, 3) < 0 folgt F(k,z,y) <O0firz<y+ %

|
Satz 22:

Fiir jede homogene Zahlenfolge p € N’ZL3 mit ||p||mod|p| < L]%l | gilt

C() < O(< M(p) >
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Beweis:
Sei p nach Voraussetzung gegeben.

Sei weiterhin

el 1 ! /o7 — 4
Uarl 2= =g v 2 =3 )

4, fallsb=3

3 falls b >4 so folgt sofort mit Lemma 20 und 21

Ist dann |p| > {

C(p) <a(l+ a)llullmodlul,\lulﬂ < C(< M(p) >Iul)_

Ist ||¢||mod|p| = 0 und damit x € {b}*, ergibt sich die Aussage trivialerweise. Daher muff nur noch der
Fall b = 3, |p| = 4 und ||p||mod|u| = 1 betrachtet werden.

Die einzigen homogenen Zahlenfolgen mit dieser Eigenschaft sind < 3,3,4,3 > und < 3,4,3,3 >.

Man zeigt durch Nachrechnen C(< 3,3,4,3>) =C(< 3,4,3,3>) < C(< 1Ta, 14—3, -1:3, 14—3 >). |
Aus Satz 19 und Satz 22 folgt insgesamt

Satz 23:

C(p) < C(< M(p) >!#) fiir jede homogene Zahlenfolge y € N*2'3.
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