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1. Vorbemerkung:

Es sei A = {a;,a3,...} C N mit 1= a; < az < ... ein Basissystem und [1, z] ein Zahlbereich (z > 1).
Jede ganze Zahl n € [1, z] besitzt (mindestens) eine Darstellung

n= Z nia;, n; € No,
a;EA

bei der t(n, A) := Y_,.,c4 i minimal ist; eine solche Darstellung heifit auch Minimaldarstellung von n

beziiglich A. Wir setzen
T(z, A) := max{t(n, A)/n < z}

A(z) == Z 1.

1<a;<z

und wie iblich

Beim Loschen des Inhalts von Registern eines Rechners (Reset-Operation) geht es zum einen um das
Auffinden der aktivierten Zellen und zum anderen um die Desaktivierung dieser Zellen. Bei einem zu-
grundegelegten Basissystem A und einem darzustellenden Zahlbereich [1,z] ist der Aufwand fir den
ersten Vorgang proportional der benétigten Registerlange und damit proportional der Anzahl A(z). Den
Aufwand fiir den zweiten ProzeB setzen wir proportional zur GréSe T'(z, A) an.

Die folgenden Beispiele zeigen, da8 zwischen den MaBen A(z) und T'(z, A) ein Trade-Off besteht:
Beispiel 1. A = {1}. Dann ist A(z) = 1 und T'(z, A) = z.

Beispiel 2. A = N. Hier ist A(z) =z und T'(z, A) = 1.

Ein naheliegendes MaB zur Beurteilung von Registerarchitekturen bei der Behandlung dieses Trade-Off
ist das Produkt A(z) - T((z, A). DemgemaB untersuchen wir im folgenden die Frage nach dem Verhalten

von
m(z) := nin A(z) - T(z,A),

wo P; die Menge aller A C N mit 1 € 4 bezeichnet. Von besonderem Interesse ist dabei die Frage, wie

Mengen B aussehen, fiir die
B(z) - T(z, B) = m(x)

gilt. Derartige Mengen sollen m(z)-optimal heilen.

In dieser allgemeinen Form scheint das Problem zur Zeit kaum 16sbar zu sein; es hangt eng mit dem eben-
falls noch weitgehend ungelosten Reichweitenproblem zusammen, welches auf Rohrbach [8] zuriickgeht.
Wir konnen in dieser Arbeit nur Abschatzungen fiir m(z) angeben, namlich

0.52log? z < m(z) < 1.08log’ z fiir z > zo.

Anders sieht es aus, wenn man sich anstelle von P, auf Teilbereiche Q; C P; beschrankt und

m(z, Q1) := f{reuqnl A(z) - T(z,A)

betrachtet. Fir g > 2 setzen wir
By :={¢'/i € No}
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und
Q1 :={B;/g € N,g >2}.

In diesem Fall 148t sich m(z, Q,) fiir hinreichend groBie z bestimmen und Bs ist dabei m(z, @1)-optimal.
Auch in einem deutlich groBeren Bereich, den spater zu definierenden regularen Mengen, lat sich das
Optimierungsproblem losen.

Am SchluB der Arbeit untersuchen wir noch eine Art Gegenfrage, namlich

M(z) = max A(z) - T(z,A)

und zeigen u.a.

2
M(z) = Lf#] fiir alle z € N.

2. Zum Beweis einer unteren Abschatzung fiir m(z) zeigen wir

Lemma 1:

Fiir beliebige h,k € N gilt

h+k h+k ViE
( k )Sv2ﬂ'hk 4

Beweis: Wir benutzen ein Resultat von Robbins [7] zur Stirlingschen Formel, namlich
\/27rn(g)"eu_'}+_l <nl< \/21rn(2)"e1+n
e

fiir alle n € N. Damit folgt sofort
h+k h+k (h+ k)htk h+k k., h .
< - d AV Y
( k ) SVomhk  wrr = Vame G RGP

Wir setzen t := % und konnen wegen der Symmetrie in h und k 0.B.d.A. h > k, also t > 1 voraussetzen.

Zum Beweis der Behauptung geniigt es zu zeigen

f@) =0+ %)‘(1 +t) <4V fiir t > 1.

Fiir t > 3 folgt die Ungleichung sofort wegen (1 + })' <e.
Sei daher 1 <t < 3. Wire f(to) < 4V fiir ein to €]1, 3, so auch
log f(to) > V/to log4.

Wir setzen

g(t) :=log f(t) — Vtlog4
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und beachten
9(1) = 0,9(t0) > 0,9(3) < 0.

Also existiert ein ¢, €]to,3[ mit g(t1) = 0. Nach dem Satz von Rolle existiert dann ein ¢, €]1,¢;[ mit
¢'(t2) = 0. AuBerdem rechnet man nach, daB ¢’(1) = 0 gilt, also existiert abermals nach dem Satz von
Rolle ein t3 €]1,t5[ mit g”(t3) = 0.
Es ist aber ) log9
" Og
t)=—5— =0
SO=r T uv

€

gleichwertig mit .
—-—2—2 - l)t + 1= 0)

2 —2(
log

alsot =6.16... oder t = 0.16. .., mithin ¢ ¢]1,¢,[ (C]1, 3[).
Also ist f(t) < 4V fiir alle ¢t > 1. ]
Satz 1: Fiir alle z € N gilt
m(z) > L log?
log?d &
Beweis: Sei A={l=a; <az2< ...} € P, und z € N beliebig.
Wir setzen k := A(z) und h := T'(z, A). Dann gilt fir die Menge

k
M = {(ny,...nx)/n; € No,zn; <h}: |M|= (h:k).

i=1

Zu jeder Zahl y € [0, z] gibt es dann mindestens ein k-tupel (ni,...,nx) € M, so daB Ele n;a; eine
Darstellung von y ist. Es folgt mit Lemma 1

g+1< (hzk) < qVhE

log’z

log?4’

dh. A(z)T(z, A) = kh > i

Wir erinnern daran, da @); die Menge aller g-adischen Basissysteme fiir ¢ = 2,3, ... bezeichnet und
zeigen

Satz 2:
Es gilt
m(z,Q;1) = 42 log2 z + 0(log z),
log®5
also

m(z,Q;) < 1.545log? z fiir z > zo,

und spatestens fiir alle z > 10337 ist Bs = {1,5,5% ...} m(z, Q;)-optimal.
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Beweis: Es seien g,z € N mit g > 2. Dann existiert ein k¥ € N mit

gk—l <z< gk
und man erhalt 1
_ ., _ logz
By(e) = k = e +1.

Zur Bestimmung von T'(z, By) stellt man fest, da88

k-2
no =Y (9-1)g" +yg*™

=0
mit y := [:;k—tllj — 1< g — 1 unter allen Zahlen n < £ maximal viele Summanden benétigt, d.h.

(9 = D)(k = 1)k < By()T(z, By) < (9 — 1k*

oder

-1 -1
filz,9) = To—log?z — I——logz
log” g 1

ogg

< By(z)T(z, By)

-1
< J 2g10g293+2

-1
g logz +g—1=: foz, 9).
log

logg

Eine Extremalbetrachtung zeigt, daB fa(z,5) < fi(z,g), sofern z > g* und z > 10337,

Fiir z < g ist By(z)T(z, By) = z und fiir g < z < g¢? gilt By(z)T(z, By) > 2(g — 1). In beiden Fillen
zeigt man, daB fo(z,5) < By(z)T(z, By) fiir g # 5 und z > 10° gilt. ]

In diesem Zusammenhang verweisen wir auch auf die Arbeit von Hofmeister und Waadeland [5].
Definition:

Essei A = {1 = a; < az < ...} C N eine endliche oder unendliche Zahlenmenge und £ € N. Eine

Darstellung
k

= Z"iah ri € No
i=1

heifit regular, wenn

(1) ax < = < ag41 (falls ein solches Element a4+ € A iiberhaupt existiert)

J
(i)Y riai < ajyr fiiralle j=1,...,k—1
i=1
(vgl. Hofmeister [3]).
k
Jedes z besitzt genau eine reguldre Darstellung bez. A. Wie in [3] setzen wir r(z, A) := Zr,-, falls

i=1

k
Z r;a; die regulare Darstellung von z beziiglich A ist und R(z, A) := max{r(y, A)/y < z}. Die regulare

i=1



Darstellung von z ist nicht notwendig eine Minimaldarstellung von « bzgl. A, wie das einfachste Beispiel
A =1{1,3,4} und z = 6 zeigt.

Definition:

Ist fiir jedes z € N die regulare Darstellung von = bzgl. A eine Minimaldarstellung von z, so heifit die
Menge A regular.

Djawadi [2] verwendet stattdessen den Begriff ”angenehm” und gibt Kriterien fiir derartige Mengen.

Es bezeichne R; das System der regularen Mengen aus P;; insbesondere gilt

Qi CR,CP.

Hofmeister [3] gibt fiir A € R; einen Algorithmus an zur Bestimmung von
g(h, A) := max{z € N/R(z, A) < h}
fiir beliebige A € N und Mrose [6] bestimmt
g(h, k) := max{g(h, A)/A € Ry und |A| = k}
einschlieBllich der zugehorigen g(h, k)-optimalen (reguldren) Mengen.

Satz 3:

Mit A = 3 +2‘/5 gilt

m(z, R;) < 1.08log’ z fiir z > zo.

Beweis: Es gilt
m(z, R1) = min{hk/g(h, k) > z}

< min{hh/g(h, k) > z}.

Nach Hofmeister [4] ist
5+v5
10

g(h,h) > cAP — 1 mit ¢ =

log(z + 1) —log e

Firh=] ] folgt daher

log A

g(h,h) > <,

also log( -
og(z + 1) —logc,
<
m(z, Ry < LI

und damit die Behauptung. ]
Bemerkung:

Mit deutlichem Mehraufwand zeigt Brandt [1] dariiberhinaus

log? z
log® A

m(z, Ry) = + 0(log z)



und bestimmt m(z, R;)-optimale Basissysteme. Fiir unendlich viele  sind dies sowohl die Fibonacci-
Zahlen mit geradem Index als auch die mit ungeradem.

Mit den Satzen 1 und 3 hat man insbesondere die
Folgerung:

Fir z > zg gilt
0.52log? z < m(z) < 1.081log” z.

3. Interessant erscheint uns auch die Gegenfrage nach den ineffektivsten Mengen A (mit 1 € A), die man
in das Intervall [1, z] packen kann. Dazu setzen wir

M(z,Q) = maxA(:r:)T(:l: A)

und bezeichnen die zugehorigen Mengen A als M(z, Q2)-pessimal. Im Fall Q = P, setzen wir
M(z) = M(z, P,).

Satz 4: Sel z € N. Dann gilt

M(z) = |_z + 2:c + 1] und zugehorige M (z)-pessimale Mengen sind

B, ={1}uU [13 z] fir ungerades z, bzw.

:c+2

By1 ={1}U[——,z] und

:c+4

By sz = {1} U[—— 3

, ] fir gerades z.

Beweis: Sei A C [1,z]. Dann existieren s, y € [1,z] mit t(y, A) = T(z, A) = s.

Sei zunachst s > 2. Dann folgt fiir die s — 1 Elemente y— (s —2), y—(s—3),...,y € A, weil y andernfalls
eine Darstellung y =1-(y—j)+j -1 mit y— j, 1 € A besdBe und t(y,4) < j+ 1< s—1 ware.

Setzt man dann
B_{{I}U[s+l,z], falls 1<s<z-1

{1}, falls s = z,

so zeigt ein Vergleich mit der Menge A, da8 B(z) > A(z) und T(z, B) = T(z, A). (Im Fall s = 1 oder
s=zist A= B.)

(z+1)? z+1

Man erhalt A(z)T(z,A) < B(z)T(z,B) = (t—s+1)-s = y ( 7 5)? und hiermit folgt
leicht die Behauptung. [ |
Satz 5: Fir alle A € P, und alle z € N gilt A(z)T(z,A4) < 2——

@A) <25



Beweis: Sei y < z beliebig und a € A maximal mit ¢ < v/z. Dann besitzt y beziiglich A die Darstellung
y
== -1
y=[ lat+r-1,
wobei 0 <r<a-1.
Es folgt

T(z,A)g§+a-1<2fg2—3—
a

A2
denn a > A(y/z) aufgrund der Maximalitatsbedingung von a.

Wegen A(z) < z folgt die Behauptung. ]
Andererseits existieren unendliche Mengen A und unendliche Folgen (5 )nen mit
A(2n)T(2n, 4) > 20 7
fiir jedes € > 0 und n > n,. Genauer gilt
Satz 6:
Zu jedem f : N — N existiert eine unendliche Menge A und eine gegen oo strebende Folge natiirlicher

Zahlen (zp)neN mit

1

A(zn)T(2n, A) > xi_ HON

Beweis: Wir wahlen ¢; = 1 und ¢, € N mit ¢,, > %(SC,,_l)f(") fiir n > 2.
Dann folgt .
8cn_1 < (2¢n) T

Wir wahlen weiter

A= {1}u (Jlen, 2¢4]

n=1

und z, = 2¢, fir alle n € N.

Dann folgt
A(2¢p) > 2¢p — € = Cpn.
Wegen
Cn
t(cn, A) >
(c" ) - 2cn—l
folgt weiterhin
C
T(2¢n,A) > ——.
( o )— 2¢n-1
Insgesamt erhalt man also
2 2 __1
o ) (9,27 = 2h T,

A(2n)T(2n, A) = A(2¢0)T(2en, A) > 26""_1 = WZenn)
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